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Se presenta el analisis de lo actuado por un grupo de estudiantes de una
escuela secundaria, al formular una conjetura y validarla, en una
actividad en la que se pretende que establezcan que con dos lados no es
posible construir un Unico triangulo. Conscientes que cuando se conoce
el proceso de produccién de la demostracion se puede tomar una
decision acerca de su validez efectiva y de su nivel, realizamos el estudio
utilizando registros etnograficos, audio, artefactos escritos y videos, de lo
producido durante la resolucion de la tarea. Se realizan clasificaciones de
los niveles de prueba alcanzados. Uno de los principales medios que
transforman una situaciéon de argumentacion en una situacién de prueba
es someterla al debate para garantizar o desconocer su validez. Se
observa como actian los estudiantes al producir soluciones comunes.
Palabras clave:Conjetura — Procesos de Prueba - Interacciones —
Triangulos

Resumen

In the following study it is presented the analysis of what has been done
by a group of students at a secondary school, to formulate a conjecture
and validate it, in an activity in which it is intended to establish that with
two sides is not possible to build a single triangle. Being aware of
knowing the process of production of the proof can take a decision on its
validity and its effective level, the study was performed using
Abstract ethnographic records, audio, videos and written artifacts, produced during
the resolution of the task. Classifications of the test levels achieved were
done. One of the most important ways that transform a situation of
arguments in a test situation to submit it to the discussion to ensure or
ignore its validity. It is seen as acting students when it has to produce
common solutions.

Keywords :Conjecture - Validation processes — Interactions — Triangles

Neste artigo se apresenta uma andlise da atuagdo de um grupo de
estudantes de uma escola do Ensino Médio, ante uma formulacdo e
avaliacdo de uma conjectura, em uma atividade em que se pretende
estabelecer que com dois lados ndo € possivel construir um Unico
tridngulo. Consciente que quando se conhece o processo de producdo
da demonstracdo se pode tomar uma decisédo sobre a sua validez efetiva
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e 0 seu nivel, realizamos o estudo utilizando registros etnograficos,
audio, artefatos escritos e videos, produzidos durante a resolucdo da
tarefa. Foram feitas classificagdes dos niveis de prova. Um dos principais
meios que transformam uma situacdo de argumento em uma situacdo de
prova € levar a debate para garantir ou desconhecer a sua validez. Se
observa como atuam os estudantes quando tém que produzir solucdes
comuns.

Palavras chave: Conjecturas- Processos de Validacdo — Interacoes —
Tridngulos

1. Introduccién

Presentamos el andlisis de las interacciones entre estudiantes de segundo
afno, 14-15 afos, de escuela secundaria al momento de realizar actividades de
validaciébn de un problema geométrico en un entorno de lapiz y papel, con el
propdsito de estudiar los tipos de pruebas que utilizan en el proceso de formulacién
y validacién de conjeturas.

Entendemos la actividad de validar como la realizacion de dos procesos. En el
primero, se establecen las conjeturas a partir de las evidencias que provee la
exploracion de la situacion. En el segundo se justifica la conjetura y a estas
justificaciones las llamamos pruebas. La prueba es una explicacion reconocida y
aceptada por una comunidad.

Diferentes investigadores que han estudiado las particularidades del trabajo
geomeétrico, como Vinner (1991), Fischbein (1993), Laborde (1996), Berté (1999),
Berthelot y Salin (1994), Salin (2004), Itzcovich (2005), sostienen que una figura
geomeétrica puede ser descripta como poseedora de propiedades intrinsecamente
conceptuales. Pero esta figura geométrica no es un mero concepto; es una imagen
visual, posee propiedades que normalmente los conceptos no poseen, dado que
incluye la representacion mental de propiedades espaciales. Mantica (2011)
sostiene que “el reconocimiento visual de propiedades espaciales asociadas a las
propiedades geométricas no es espontaneo y deben ser objeto de ensefianza” (p.
32), por lo que deben proponerse a los estudiantes actividades que involucren
estudiar y tratar propiedades de las figuras. Esto significa apostar a la elaboracion,
identificacion y validacion de propiedades por parte de los estudiantes, como
también el uso de propiedades en la produccién de nuevas relaciones

Acerca de la validacion en geometria se han desarrollado estudios desde
perspectivas diferentes, en general en el marco de la geometria euclidea y muchos
de ellos apoyados por el uso de Software de Geometria Dinamica (SGD). Estos
estudios abordan aspectos historicos, epistemoldgicos, psicoloégicos, cognitivos,
curriculares y didacticos, que generan diferentes clasificaciones o estructuras
organizativas de los procesos de validacion. Diversos estudios (de ninguna manera
pretendemos ser exhaustivos) que hacen referencia a analizar procesos
involucrados en tareas de conjeturar, explorar y validar, presentan diferencias que
se pueden establecer entre los sujetos con los que se realizan y el entorno con el
gue trabajan los sujetos, ya sea con lapiz y papel, con SGD o con ambos. Harel y
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Sowder (1998), Balacheff (2000), Marradez y Gutiérrez (2000), Gutiérrez (2002) y
Prior y Torregosa (2013) realizan sus estudios con estudiantes de escuela
secundaria. Marradez y Gutiérrez (2000) y Gutiérrez (2002) realizan el estudio
empleando un SGD, en tanto los tres estudios restantes mencionados trabajan la
problematica de la validacién en entornos de lapiz y papel. En tanto Perry, Camargo,
Samper y Rojas (2006) realizan la investigacion con estudiantes avanzados de la
Licenciatura en Matematica y utilizando SGD, Rodriguez (2006) también utiliza
como sujetos estudiantes de Licenciatura en Matematica pero en el estudio emplea
ambos entornos, lapiz y papel y SGD.

Coincidimos con Balacheff (2000) en que el proceso de validacion es la
actividad intelectual no completamente explicita que se encarga de la manipulacion
de la informacion, dada o adquirida, para producir una nueva informacién, cuando
este proceso tiene como fin asegurarse la validez de una proposicion y
ocasionalmente producir una explicacién, una prueba o una demostracion.

2. Caracteristicas del estudio

El presente trabajo se enmarca en un proyecto de investigacion Estudio de
procesos de validacion en la produccién de conocimientos en clases de
matematica de distintos niveles educativos y se encuadra dentro de la
investigacion-accion. Este método se relaciona con problemas practicos cotidianos
experimentados por los profesores y puede ser desarrollada por ellos, interpreta lo
que ocurre desde el punto de vista de quienes actlan e interactian en la situacion
problema y describe e interpreta lo que sucede con el mismo lenguaje utilizado por
ellos.

La propuesta analizada se implementa con un grupo de estudiantes de
segundo afio de la escuela secundaria n® 3109 de la ciudad de Santa Fe, Argentina,
al que concurren 40 alumnos entre 13 y 14 afios. Estos estudiantes acceden
colaborar en la realizacion de las actividades en el marco del proyecto, dan su
consentimiento para ser grabados durante las clases y acuerdan que lo producido
sea utilizado en el marco de la investigacion.

Se presenta en este trabajo un estudio descriptivo como la mayoria de los
estudios en educacién (Cohen y Manion (1990)), en el que se cuenta lo que ya ha
ocurrido, a partir de observaciones a individuos, grupos, instituciones y materiales
con el fin de describir, comparar, contrastar, analizar e interpretar las entidades y los
acontecimientos que constituyen sus diversos campos de investigacion.

Entre los métodos de recoleccion de datos mencionamos la observacion no
participante, artefactos escritos (McKnigh, Magid, Murphy y McKnigt, 2000) y
grabaciones en audio y en video. En el estudio se observan y registran las clases de
matematica durante tres modulos de trabajo. El observador realiza un registro
etnografico de lo acontecido y ademas emplea grabadores de audio y camara de
video, elementos que se utilizan para reconstruir el proceso realizado por los
integrantes de cada grupo, ademas de lo escrito en las carpetas y afiches. El audio
registrado permite analizar las interacciones de los estudiantes, intentando una
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Unica respuesta para la tarea encomendada, partiendo de lo realizado
individualmente.

La secuencia que se disefa, presentada en el anexo, tiene por objetivo que los
estudiantes conjeturen y validen la propiedad de la desigualdad triangular de los
lados del triangulo.

En este articulo se presenta el analisis del problema 1 cuyo propésito es que
los estudiantes conjeturen y validen que dados dos segmentos, se pueden
determinar infinitos triAngulos que los contengan como lados. Se forman para esto 8
grupos de 5 alumnos cada uno. La conformacion de estos grupos la disefa el
docente a cargo del curso de modo que en cada uno de ellos haya estudiantes que
normalmente tienen una activa intervencion en el aula de matematica. Se plantea la
clase de manera que, en primera instancia los alumnos trabajen en la tarea
propuesta por el docente en forma individual y luego se conforman los grupos con el
propdsito que se debatan las conjeturas elaboradas en forma individual y se logre
una justificacion grupal, para presentarla a la clase.

Los grupos se distribuyen en el aula de modo que las interacciones de sus
integrantes no interfieran en la de los restantes. Los observadores no participantes
ubicados en distintos puntos del aula registran en un cuaderno lo que acontece. Se
colocan ademas grabadores en cada grupo a fin de registrar las interacciones entre
los integrantes.

Para el andlisis de la tarea que se presenta en este articulo, se utiliza lo
documentado en las carpetas de los estudiantes, lo sintetizado en el afiche como
acuerdo del grupo, las anotaciones del observador no participante, el audio de las
grabaciones de las interacciones en cada uno de los grupos al realizar la tarea
indicada. La implementacion del problema 1 demanda tres médulos de clase
consecutivos, que equivalen a 120 minutos.

3. Marco de referencia

Para el estudio que presentamos tomamos a Balacheff (2000) que analiza el
proceso de estudiantes de entre 11 y 15 afios que deben formular una conjetura y
validarla en interaccion con pares, en un entorno con lapiz y papel. Consideraremos,
también a Harel y Sowder (1998) quienes se enfocan en asuntos cognitivos
vinculados a los esquemas de pruebas y estudian las justificaciones que convencen
a los estudiantes y que ellos utilizan para convencer a otros estudiantes y al
profesor. En funcién de estas clasificaciones y lo encontrado en los analisis de lo
actuado por los distintos grupos considerados tomaremos la clasificacién propuesta
por Rodriguez (2006) quien trabaja con estudiantes de la licenciatura en matematica
empleando tanto en entornos con SGD como de lapiz y papel.

Ademas Quaranta y Wolman (2003) que abordan la importancia de la
interaccion para el avance del conocimiento.

Balacheff (2000) realiza una distincion entre los términos explicacién, prueba y
demostracion. Sostiene que en la explicacion es el sujeto quien establece y
garantiza la validez de una proposicion avalada por sus propias reglas de decision
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de la verdad. Se habla de prueba cuando la explicaciéon es reconocida y aceptada
por una comunidad. El paso de la explicaciébn a la prueba tiene que ver con un
proceso social, es decir que el discurso que asegura la validez de la proposicion
cambia de posicién siendo aceptada por una comunidad determinada. La prueba
puede ser aceptada por una comunidad y rechazada por otra. Ademas la posicion
no es definitiva, puede evolucionar con el tiempo en funcion del avance de los
saberes en los que se apoya. Reserva el término demostracién para un tipo de
prueba particular en matemética: una serie de enunciados que se organizan
siguiendo un conjunto definido de reglas. Sostiene que los estudiantes construiran
pruebas de los enunciados que ellos producen antes de dominar la demostracion en
el sentido de los griegos y analiza si logran distanciarse del discurso natural
aproximandose a un discurso formal. Presenta un estudio experimental acerca de
las concepciones de demostracién de los estudiantes, desde el punto de vista de las
practicas matematicas. Muestra los procesos de demostracion usados por
estudiantes, agrupados en binomios, al resolver con lapiz y papel un problema
geométrico y analiza como llegan a la conviccion de la validez de la solucion
propuesta a través de la discusion verbal. Pone el énfasis no sélo en la relacion
entre los ejemplos utilizados y el enunciado que se pretende demostrar, sino en el
motivo por el que los estudiantes usan eso ejemplos. En los primeros estudios
realizados distingue cuatro tipos principales de pruebas pragmaéticas e intelectuales:
empirismo ingenuo, experimento crucial, ejemplo genérico y experimento mental.
Llama “pruebas pragméticas a las pruebas que recurren a la accion o a la ostension
y pruebas intelectuales a las pruebas que, separandose de la accién, se apoyan en
formulaciones de las propiedades en juego y de sus relaciones”(p.22). Empirisismo
ingenuo, experimento crucial y ejemplo genérico corresponden a demostraciones
empiricas y experimento mental a demostraciones deductivas informales. Considera
gue la diferencia entre las demostraciones pragmaticas es la forma cémo los
estudiantes seleccionan los ejemplos: En el empirismo ingenuo, el estudiante busca,
muchas veces de manera aleatoria, uno o varios ejemplos, que son percibidos como
casos aislados. La experiencia crucial es una experimentacion sobre un caso que se
reconoce tan poco particular como es posible, cuyo resultado permite escoger entre
dos hipotesis, siendo verdadera solo una de ellas. En el ejemplo genérico, el
estudiante hace una busqueda cuidadosa de ejemplos, que son representantes de
sus clases y portadores de propiedades abstractas. La principal caracteristica del
experimento mental es que los ejemplos ya no forman parte de la demostracion,
sino que son un complemento que ayuda al estudiante a encontrar propiedades y
relaciones deductivas para construir la demostracion. En este estudio, el autor,
realiza una clasificacion de las pruebas intelectuales. Entre éstas considera la
experimento mental en la que las razones se fundamentan en un analisis de las
propiedades de los objetos en juego no testificada por medio de sus representantes,
sino que formuladas en su generalidad, aparecen como un medio para fundamentar
las soluciones propuestas en un esfuerzo de explicacion, se libera de situaciones
particulares. El otro tipo que considera, dentro de las intelectuales, es el célculo
sobre enunciados que son pruebas totalmente independientes de la experiencia,
basadas en teorias mas o menos formalizadas o explicitas de las nociones que se
ponen en juego en la solucion del problema. Este estudio permite ver los procesos
de validacion usados por los estudiantes al resolver un problema, revisando como
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llegan a la conviccion de la validez de la solucién propuesta a través de la discusion
verbal. Considera que una caracteristica relevante es que los estudiantes tienen la
tarea de resolver juntos un problema y sostiene que “las interacciones entre
individuos en igualdad de condiciones permite independientemente de toda
intervencién de un experimentador la exteriorizacion de las concepciones de los
proyectos y la toma de decisiones” (p. 44).

Harel y Sowder (1998) y Sowder y Harel (1998) emplean la palabra prueba en
un significado amplio, en el sentido psicolégico de justificacion mas que en el
sentido estrecho de demostracibn matematica. Introducen el término “esquema de
prueba” de una persona o una comunidad como aquello que le permite asegurarse
(eliminar sus propias dudas sobre la veracidad de una afirmacion matematica) y
persuadir (eliminar las dudas de otros sobre esa afirmacion). Plantean esta nocién
de “esquema de pruebas” como una herramienta para analizar esas formas de
conviccion o persuasion y los organizan en tres categorias: externos; empiricos, y
analiticos, con subcategorias para cada uno. Estos esquemas son mutuamente
exclusivos, pues una justificacion no puede pertenecer a dos tipos de esquemas a
la vez, pero puede suceder que los estudiantes utilicen mas de una clase de
esquema en diferentes partes de una prueba. Los esquemas de prueba externos los
subdividen en autoritarios, rituales y simbdlicos. En este esquema tanto lo que
convence al estudiante como lo que el estudiante puede ofrecer para persuadir a
otros tiene una procedencia/fuente exterior. En los esquemas de prueba empiricos
las justificaciones son hechas sélo en base a ejemplo y se dividen en perceptivos e
inductivos. Los esquemas de prueba analiticos los dividen en transformacionales y
axiomaticos. Los profesores de matematica probablemente consideran los
esquemas de prueba analiticos como el tipo fundamental de justificacion en
matematicas. Los autores sostienen que los estudiantes deberian aprender que las
demostraciones son argumentos convincentes producto de la actividad humana, en
la que ellos pueden y deben participar dado que son parte esencial de la actividad
matemaética.

Rodriguez (2006) establece los siguientes tipos o categorias de pruebas, de
conviccion externa o de conviccién propia. Las primeras son aquellas donde la
principal fuente de conviccion es un agente ajeno a la persona y los de conviccion
propia aquella en las que el origen de conviccion radica en la propia persona. Las de
conviccion externa a su vez las clasifica, en autoritarios, rituales y simbdlicos. En las
de conviccion propia distingue dos tipos, empiricas en las que la conviccién proviene
de la comprobacion en ejemplos y deductivas en las que la comprobacién proviene
principalmente de una justificaciéon l6gico deductiva.

Quaranta y Wolman (2003) sostienen que el valor fundamental de los
momentos de discusiéon es que son potencialmente fructiferos para la generacién de
confrontaciones, reflexiones y argumentaciones. No se trata sélo de dar a conocer
los resultados obtenidos; sino buscar razones, argumentar intentando defender su
verdad o falsedad. Estos momentos de discusion requieren de la participacion activa
del docente quien no debe sdélo proponerlos sino también conducirlos. Para esto se
requiere de una intervencién que incite a los estudiantes a explicitar lo realizado,
aceptando todas las respuestas, ayudando a establecer acuerdos y recordando
acuerdos anteriores relacionados con los conocimientos que se pretenden trabajar
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en esa situacion. El trabajo con “los otros” conlleva la situacion de resolucion
conjunta entre los alumnos que, segun las autoras, facilita colaboraciones en el
proceso de buscar soluciones mediante la coordinacion de los procedimientos para
alcanzar un objetivo determinado. Esto requiere tener en cuenta lo que dicen los
otros, las sugerencias que hacen explicitar y justificar sus propias elecciones,
estimulando intercambios que posibilitan tomar conciencia sobre algun aspecto no
considerado, descubrir nuevos aspectos, cuestionar otros, reformularlos.

4. Relevancia del problema

El trabajo con formulacion y validacion de conjeturas es de interés en el
guehacer del aula de matemética, y se pone de manifiesto en los documentos
regulatorios tanto nacionales como jurisdiccionales. Detallamos esto en los
siguientes parrafos.

En los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios (2011) del ciclo basico de la
educacién secundaria, se expresa que debe abordarse “La produccion en
interpretacion de conjeturas y afirmaciones de caracter general y el analisis de su
campo de validez, avanzando desde argumentaciones empiricas hacia otras mas
generales” (p. 14). Mas adelante se expone que la escuela ofrecera situaciones de
ensefianza que promuevan “La produccion y validacibn de conjeturas sobre
relaciones y propiedades geométricas, avanzando desde las argumentaciones
empiricas hacia otras mas generales” (p. 16). Para segundo afo, en particular,
propone en relacién con la geometria y la medida “El analisis y construccion de
figuras, argumentando en base a propiedades, en situaciones problematicas que
requieran: (...) formular conjeturas sobre propiedades de las figuras (en relacién con
angulos interiores, bisectrices, diagonales, entre otras) y producir argumentos que
puedan validarlas” (p. 22).

El Ministerio de Educacion de la provincia de Santa Fe, en sus orientaciones
curriculares (2011) expresa,

Con respecto a la validacién, entendida como la decision auténoma del estudiante
acerca de la verdad o la falsedad de su respuesta, se podran aceptar en los
primeros afios de escolaridad secundaria, argumentaciones imprecisas Yy
escrituras poco formales como pruebas ligadas a la accion y a la experiencia,
para evolucionar hacia pruebas intelectuales que generalizan las relaciones
borrando toda huella del contexto en el que se planteé la situacion. (p. 40)

El disefio curricular jurisdiccional ciclo basico de la educacién secundaria de la
provincia de Cordoba (2011) propone, la elaboracion de argumentaciones acerca de
la validez de las propiedades de las figuras bidimensionales (triangulos,
cuadrilateros y circulos) para analizar afirmaciones, reconociendo los limites de las
pruebas empiricas. Expresa que debe consolidarse la

Elaboracion de argumentaciones sobre condiciones necesarias y suficientes para
congruencia de triangulos construidos Uso de instrumentos de geometria y
programas graficadores para la construccion de figuras a partir de informaciones.
Produccion de argumentaciones acerca de validez de la propiedad triangular y
propiedad de la suma de angulos interiores de triangulos y cuadrilatero. (p 42)

Podemos decir que hay un marcado interés en distintos documentos
regulatorios de valorizar, en los estudiantes de la escuela secundaria, el inicio en el
trabajo deductivo en el aula de matematica.
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Respecto al trabajo en geometria, Balacheff (2000) plantea que de manera
implicita, la ensefianza de la matemética despoja a los estudiantes de la
responsabilidad de la verdad. Esto es particularmente notorio cuando el problema
planteado se presenta de la forma: “mostrar que...”. En una formulaciéon de este
tipo, el enunciado en cuestion es de hecho considerado como verdadero; lo que
esta por descubrir es una demostracion” (p.5). Propone partir de los argumentos de
los alumnos y conducirlo a una situacion paraddjica en la cual se vean obligados a
ponerlos en tela de juicio. Trabajar para hacer que el estudiante tome conciencia de
gue no siempre es posible atenerse a los argumentos de evidencia iniciales. Se trata
de problematizar la evidencia. Considera que la interaccion social es un elemento
determinante para la toma de conciencia sobre la verdadera importancia de los
procedimientos de validacion como medio fiable y eficaz para establecer la verdad
de la proposicion.

Como se plantea en el punto que se expresan las caracteristicas del estudio, la
propuesta apunta a que los estudiantes interactien poniendo en esta accién tanto la
conjetura como su justificacion. Estas interacciones dan acceso, por los debates que
ellas suscitan, a la observacién de los procesos que sostienen las decisiones
tomadas por los alumnos.

5. Anédlisis de los datos

El objetivo de la tarea es que los estudiantes logren enunciar la desigualdad
triangular. Se plantean para esto tres problemas que se presentan en el anexo. En
este trabajo realizamos el analisis del debate entre pares del primer problema cuyo
objetivo es que los estudiantes puedan determinar que dados dos segmentos, se
pueden determinar infinitos triangulos que los contengan como lados.

Los estudiantes en un trabajo individual en primera instancia y con un debate
entre pares en un segundo momento, deben emitir una conjetura y suministrar una
prueba respecto al problema 1, cuya consigna se transcribe:

Consigna:

Dados estos dos segmentos, usando la
regla no graduada y el compas,

a) Construye un tridngulo: b) Construye otro triangulo, distinto del anterior, con
esos mismos dos segmentos. ¢) ¢Cuantos triangulos diferentes se puede
construir? ¢Por qué?

Se presenta a continuacion el andlisis del debate de cada uno de los ocho
grupos constituidos, y se clasifican las interacciones segun los tipos de pruebas
empleados, teniendo en cuenta si son de conviccion externa o propia y si son de
conviccion propia segun la forma de escoger los ejemplos y la utilizacion que de
ellos se realiza.

5.1. Grupo 3

Ladislao: Esta todo entre es infinito y no es infinito.
Marisel: Para mi no es infinito, porque tenemos un limite para armar un triangulo, desde el
grado 0 hasta 179 grados, 59 minutos, 59 segundos y no hay mas posibilidades.
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Pareciera que para Marisel si un conjunto es acotado no puede ser infinito.
Esta usando el limite del intervalo, para asegurar que no puede encontrar infinitos
triangulos. Es decir que usa este ejemplo para descartar una de las hipotesis. La
cuestion de que haya “un limite” es tomada como una experiencia crucial por
Marisel, para asegurar que no hay infinitos triangulos.

Los estudiantes continlan una discusion sobre la finitud o infinitud de las
soluciones del problema, fundado en la cota de los 180° y las posibles amplitudes
de los angulos que forman los segmentos dados. Interviene Florencia que afirma:
“hay infinitas soluciones a pesar que hay un tope”. Descartan el angulo de 0° y el de
180° considerando que en esos casos no se forma triangulo. Algunos estudiantes
logran modificar lo referente a la infinitud de las soluciones.

Ladislao: entre el segmento de los 179° de inclinacién hasta los 180° va a haber infinitos
grados de inclinacién, pero mientras que no supere los 180°, podés tener infinitos segmentos que no
lleguen a los 180° de inclinacion.

Florencia: entre el grado 1 y el grado 2 hay infinitas medidas, hay un tope pero nunca se llega
porgue hay infinitas medidas.

Podriamos decir que Ladislao y Florencia estan utilizando un ejemplo genérico
dado que logran interpretar la representacion fisica como una sucesion de
posiciones entre dos grados determinados. Florencia logra separarse de lo que los
estudiantes consideran el “tope” para fundamentar su postura considerando un caso
mas general, entre 1° y 2° De sus explicaciones, puede inferirse que estarian
reconociendo que un conjunto acotado puede tener infinitos elementos.

Empirisismo Experiencia Ejemplo genérico Experimento
ingenuo crucial mental
Marisel Florencia y Ladislao
Grupo El angulo de Consideran que entre 1°y 2° hay
3 infinitas medidas
179°59° 59°.
Un segmento fijo y otro movil.

Tabla 1. Tipos de pruebas grupo 3

Nos interesa destacar lo acontecido entre Florencia y Ladislao, ambos
emplean el ejemplo genérico, utilizado para establecer las razones de validez de la
conjetura, basandose en un segmento fijo y otro movil, “el ejemplo no se examina en
si mismo, sino para hacer explicito un modelo de accion que fundamente la
conjetura” (Balacheff, 2000, p.69)

F: Si tomamos el transportador no tenemos infinitas subdivisiones, dado que la graduacion es
en grados, pero dentro del limite, entre cada grado, hay infinitas posibilidades.

L: se puede dejar fijo uno de los segmentos e ir corriendo el otro pero hay un momento en el
gue se corta, entonces.

F: cuando lo vas corriendo entre una posicién y otra, hay mas, hay infinitas.

L: hay infinitos triangulos, pero hay un tope, pero hay infinitos,... las dos cosas”, o sea hay un
tope porque no es posible hacer un triangulo si los segmentos forman 0° o 180°, “pero entre un grado
y otro hay infinitas “medidas”.

El trabajo en conjunto de explicitar y justificar permite a Ladislao considerar la
posible infinitud de un conjunto acotado. Pareciera que Ladislao y Florencia utilizan
implicitamente el concepto de infinito real, abordado por el docente en el tema
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nameros reales e intervalos. En este caso la interaccién entre los pares constituye
un factor de progreso en lo que respecta a la relacion entre conjunto acotado y
conjunto infinito.

5.2. Grupo 5

En principio, en el grupo no acuerdan la solucion del problema, algunos
sostienen que hay infinitas soluciones y otros que millones pero no infinitas.

Se presenta una discusion entre Julia y Milagros respecto a si hay muchas
“‘millones” o infinitas soluciones, como no logran un acuerdo respecto al tema
solicitan la intervencion del docente. El docente, teniendo en cuenta el debate entre
las estudiantes decide hacer referencia a la densidad de los numeros reales, tema
gue los estudiantes tienen disponible. Considera que puede relacionarlo con la
densidad de los nimeros reales y el concepto de intervalo acotado. Les propone
analizar cuantos nameros reales hay entre dos reales dados, preguntando cuantos
nameros reales hay entre 1y 2.

Julia, sostiene que no hay infinitos triAngulos como solucion del problema,
afirma que entre 1 y 2 hay infinitos nUmeros reales. Puede manifestar esto pero, no
puede modificar su afirmacion respecto a la cantidad de triAngulos que podria
construir. Por su parte Milagros puede utilizarlo para fundamentar lo que sostiene,
dado que expresa “aunque haya un final en medio hay infinitos numeros”.

El ejemplo planteado por el docente es un “experimento crucial’, las
estudiantes lo emplean para descartar una de las dos hipotesis planteadas, hay
infinitas soluciones o hay millones.

Milagros representa dos circunferencias concéntricas (figura
1) con radio cada uno de los segmentos dados y centro el extremo
comun a estos segmentos para explicar su afirmacién. Sostiene
gue son infinitos triangulos porque entre los extremos de un arco
de la circunferencia de radio mayor hay infinitos puntos, a cada uno
de esos puntos les corresponde uno que es extremo del radio de la
circunferencia menor. Milagros estaria advirtiendo que “entre los  Figural
extremos del arco de circunferencia considerada, hay infinitos puntos
que permiten por tanto construir infinitos triangulos” (Mantica y Carbo, 2013, p. 41).

Para Milagros hay infinitos triangulos, pero para Julia no. Milagros, en funcion
de las interacciones, logra establecer una relacién entre los puntos del arco de la
circunferencia de radio menor y los del arco de la circunferencia concéntrica de
radio mayor, respecto a un angulo central. Los estudiantes utilizan en su
fundamentacion la continuidad de la circunferencia, podriamos decir que emplean lo
que Balacheff denomina teorema en acto?.

| Empirisismo | Experiencia | Ejemplo | Experimento mental |

! Teorema en acto: las propiedades de las relaciones que la persona utiliza en la solucién de un problema. No obstante esto
no significa que por tanto dicha persona puedas hacerlas explicitas o justificarlas.
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ingenuo crucial genérico
¢ Cuantos reales Milagros
hay ente 1y 2?
Grupo Relaciona arcos de dos circunferencias
5 Densidad de los concéntricas, de distinto radio, respecto
nameros reales. al mismo &ngulo central.

Tabla 2. Tipos de pruebas grupo 5.

Luego de la interaccién presentan como conclusion que pueden construirse
infinitos triAngulos. Julia sostiene que por mas que tenga infinitos puntos el arco de
circunferencia algun limite tiene que tener, “en algun momento se termina” sin
embargo concluye que son infinitos a pesar de no estar convencida. Manifiesta “Si
Milagros lo dice, seguro es. Ella siempre resuelve bien todo”. Se pone de manifiesto
gue acata lo que sostiene Milagros por considerarla una alumna “avanzada” en
matematica, esquema de prueba autoritaria, segun Sowder y Harel (1998). En este
caso la interaccién no resulta beneficiosa para Julia ya que no se cumple con una
de las caracteristicas necesarias, como es el sostenimiento de las propias
convicciones, en la medida que no puede fundamentar su conjetura.

En casos como este las interacciones presentan limitaciones pues algun
alumno del grupo asume ““la direccion de la solucion” y los demas la aceptan -tal
vez por su “fama de bueno en matematica”-, pero sin poder reutilizarla por su propia
cuenta en otra situacion” (Quaranta y Wolman, 2003 p. 195). Es probable que Julia
no pueda hacer uso de la relacibn conjunto acotado-conjunto infinito en otra
situacion que lo amerite.

Después de la intervencién del docente, Milagros desiste de considerar que
hay un namero finito de triangulos y logra interpretar que al desplazar uno de los
segmentos dados, considerandolo uno de los lados de un triangulo, su extremo
describe una circunferencia. La continuidad de la circunferencia le permite
interpretar que son infinitos los puntos del arco de la circunferencia que describe el
extremo del segmento.

Tomaremos como experimento mental el caso que los estudiantes logren
reconocer como un arco de circunferencia el lugar geomeétrico descripto por el
extremo de uno de los segmentos dados al variar el angulo que forma con el otro
segmento dado, tomado como la inicial o fijo. Consideraremos esto como lo que
Balacehff (2000) denomina “procedimientos de validacion de nivel superior” (p. 59).

5.3. Grupo 6

Evangelina sostiene que se pueden formar diferentes tipos de triangulos
dependiendo de la “ubicacion” de los segmentos, dice “te puede quedar de 45° o de
90°” y el resto acuerda. Logran solo estos dos casos, estariamos frente a un
empirisismo ingenuo.

Cuando Evangelina comienza a interactuar con los integrantes del grupo para
fundamentar su respuesta, generaliza haciendo referencia a otros triangulos, pues
deja de considerar que el angulo que forman los segmentos dados sélo son de 45° o
de 90° para centrarse en la longitud del tercer lado. Compara a los segmentos como
si fuesen las agujas de un reloj, diciendo que “dependiendo del angulo que forman
varia el tamafo del tercer lado”. Estaria utilizando un ejemplo genérico, en este caso
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la relacion entre la amplitud del angulo interior del triAngulo y su lado opuesto.
Podemos decir que los estudiantes estan utilizando la propiedad “en todo triangulo a
mayor angulo se opone mayor lado y viceversa’ propiedad que desconocen,
podriamos decir también en este caso que utilizan un teorema en acto.

Sol interviene explicando su postura que no coincide con la de Evangelina y
Flor. Hasta ese momento no la habia explicitado pues esas alumnas tienen, para el
resto de la clase, una “autoridad matematica” por sus notas académicas, segun nos
manifiesta la docente del curso. Sol explica que para ella pueden construirse
muchos tridngulos y lo hace utilizando el compas, apoyando un extremo en el punto
comun de los segmentos dados que considera como dos lados del triangulo y la otra
punta del compas en el extremo libre de uno de los segmentos. Estaria utilizando en
la justificacién el concepto de circunferencia, estableciendo la relacion angulo
central-arco que abarca. Podriamos decir que estamos frente a un experimento
mental, dado que “es en virtud del conocimiento y no de la practica que la evidencia
permite rechazar algo para establecer una verdad”. (Balacheff, 2000, p. 26)

Empirisismo Experiencia Ejemplo genérico Experimento mental
ingenuo crucial
Todo el grupo Evangelina Sol
men I ., .
Grupo 1enos ,SO ' Relacion entre la Correspondencia entre el
considera angulos ) . .
6 de 450 y 90° amplitud del angulo angulo central y el arco de
interior del triangulo y circunferencia que abarca
su lado opuesto.

Tabla 3. Tipos de pruebas grupo 6.

La interaccion entre los estudiantes permiti6 a Evangelina pasar de un
empirisismo ingenuo a un ejemplo genérico y a Sol superar el esquema de prueba
autoritaria y realizar una experimento mental. En este caso la interacciéon resultd
positiva para Evangelina y para Sol, les permitio avanzar en el proceso de prueba.
Estos intercambios “obligan al alumno a descentrar su pensamiento, su propio punto
de vista, le abren el ambito de las posibilidades hasta llegar, a veces, a perturbar la
propia posicion”. (Quaranta y Wolman, 2003, p. 198).

5.4. Grupo 7

En una primera instancia los alumnos centran la discusién en el caso que los
segmentos no formen triangulo. Julieta sostiene “tenés que ir moviendo el segmento
hasta llegar y se pueden hacer un monton de triangulos, pero que no se interpongan
porque si no, queda plano”, considerando los segmentos incluidos en semirrectas
opuestas. Yamila sostiene “que no queden segmentos superpuestos”, considerando
ambos segmentos incluidos en la misma semirrecta.

Inés sostiene que hay un montdén de triAngulos pues considera que los
segmentos pueden formar angulos de 1°, 2° y asi hasta 179°, “nosotros tomamos
del punto de vista de los grados”. Es decir que considera los ejemplos que puede
visualizar tomando las divisiones que le ofrece el instrumento de medida que
poseen, el transportador. Podriamos decir que su tipo de prueba es empirisismo
ingenuo dado que lo verifica en los casos que les permite visualizar el transportador,
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no aborda el problema de la validez ya que le alcanza con los casos que puede
constatar.

Inés asegura que no puede haber infinitos triangulos porque “hay una medida
establecida de 0° hasta 179°”, mantiene lo obtenido en un principio, o sea la
conclusién que extrajo de observar el transportador. No se plantea que pueda existir
un tridngulo que posea un angulo interior cuya amplitud sea mayor a 179° y menor a
180°, no considera factible que el angulo que forman los segmentos tenga una
amplitud no entera, es decir “no pueden reconocer que la amplitud de un angulo
puede expresarse como una parte entera en grados sexagesimales y las partes
conmensurables” (Mantica y Carbo, 2013, p.46) .

Utilizan un soporte, el transportador, para ejemplificar los triAngulos que puede
construir. El &ngulo que forman los segmentos dados debe ser un niumero entero.
No consideran la existencia de submdltiplos conocidos del grado (minutos y
segundos) dado que no les es posible visualizarlos en el instrumento disponible. Las
soluciones propuestas son empiricas, “el empirisismo ingenuo aparece como un
estado en el cual ellos se encuentran y permanecen debido a razones ligadas a la
situacion o a sus relaciones con el conocimiento mismo”. (Balacheff, 2000, p. 56).

Empirisismo ingenuo Experiencia Ejemplo Experimento
crucial genérico mental
El grado sexagesimal Unica unidad
de medida
Grupo

7 Basados en el transportador

Tabla 4. Tipos de pruebas grupo 7.

La confrontacion surgida de las interacciones entre sus integrantes no les
permite pasar hacia otro tipo de pruebas quedandose en el empirisismo ingenuo. El
modo que utilizan para convencerse y convencer es la construccién del triangulo. No
logran “generar” los triangulos, sélo pueden pensarlo a partir de la construccion de
cada uno de ellos mediante la utilizacion del transportador, no consiguen
desprenderse del instrumento. Esto se manifiesta en las representaciones
realizadas y en los casos que excluyen, 0° y 180° puesto que al graficar los
segmento en ambas posiciones verifican que no se forma triangulo.

El docente pone en interaccion a este grupo con otro, con el fin que puedan
revisar, o bien la conjetura o el tipo de validacion empleada. Les plantea las
posturas son contrapuestas, para unos son infinitos los triangulos y para otros 179
triangulos. Un alumno del grupo 7 expresa “y ... hacemos facil: te preguntamos a
vos Y listo!” es notorio en este grupo el peso de la autoridad. Este alumno pone en
evidencia un esquema de prueba utilizando una forma de conviccién externa y
dentro de estas la que Harel y Sowder (1998) denominan autoritaria, en este caso la
autoridad es el docente.

5.5. Grupo 8
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Josefina sostiene que se pueden construir “cuatro triAngulos de diferentes
formas segun la ubicacién de los segmentos”. Realiza un triangulo utilizando los dos
segmentos dados (explica la construccion diciendo “corto, corto, largo” haciendo
referencia a que utilizé para dos lados el segmento de menor longitud y para el lado
restante el de mayor longitud). En el item b, considera que puede construir tres
triangulos: rectangulo, obtusangulo y acutangulo, los asocia con una clasificacion
conocida segun la amplitud de los angulos interiores. Responde “se pueden
construir cuatro triangulos”. Estamos frente a un empirisismo ingenuo ya que
asegura esto después de haberlo verificado en estos cuatro casos.

El docente le hace notar que el problema pregunta cuantos triangulos, no
cuantos tipos de triangulos. Josefina comienza a cuestionarse lo afirmado
anteriormente y dice, haciendo referencia a los triAngulos representados, “dentro de
cada tipo, se pueden formar varios”. Expresa que considerando diferentes
posiciones de los segmentos dados, la longitud del tercer lado va a ir variando, lo
muestra sobre la representacibn como si uno de los segmentos tomara distintas
posiciones. Al escuchar esto Micaela sostiene que la variacién de la longitud de este
tercer lado esté relacionada con la variacion de la amplitud del angulo que forman
los lados dados, advierte en la explicacion de Josefina que el &ngulo que forman los
segmentos va variando al mover uno de ellos. Josefina y Micaela establecen una
relacion entre la amplitud del angulo interior del triangulo y su lado opuesto.

Podriamos decir que el tipo de prueba elaborado por Josefina y Micaela es
ejemplo genérico. En el caso de Josefina considerando la variacién en la longitud
del lado no coincidente con los segmentos dados y en el caso de Micaela
considerando la amplitud del angulo que determinan los lados dados. En estas
pruebas la dificultad esta en el caracter genérico del ejemplo que se propone y que
los interlocutores compartan las concepciones de los objetos en juego. Este debate
‘exige principalmente la expresion de una interaccion y de un sistema de
representacion de gran complejidad en lengua natural”. (Balacheff, 2000, p. 74).

Empirisismo ingenuo Experiencia Ejemplo genérico Experimento
crucial mental
Josefina, Josefina y Micaela
Grupo | Hay cuatro tridngulos. Relacién entre la amplitud del
8 \ angulo interior del triangulo y su
A . lado opuesto.

Tabla 5. Tipos de pruebas grupo 8

La interaccion entre las estudiantes, ante el hecho de refutar una aseveracion
de un integrante del grupo, le permite a Josefina avanzar de un empirisismo ingenuo
a un ejemplo genérico. Tener que confrontar y defender sus afirmaciones lleva a los
estudiantes, a determinar criterios comunes para aceptar una afirmacion.

5.6. Grupo 4
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Comienzan con un empirisismo ingenuo. Sostienen que hay dos triAngulos que
son los que todos los integrantes del grupo lograron dibujar cuando resuelven la
consigna en forma individual (un triangulo rectdngulo donde los catetos son los
segmentos dados y un triangulo isésceles que tiene dos lados iguales al segmento
de menor longitud y el tercer lado el segmento de mayor longitud).

Constanza, opina que si se mueve uno de los segmentos de unos de los
triangulos construidos se pueden ir obteniendo diferentes triangulos, los demas
integrantes del grupo adhieren a lo propuesto por Constanza. Camila dice a la
docente “ustedes nos dieron estos dos segmentos, entonces yo armo asi: esta es mi
base (tomando uno de los segmentos dados) y empiezo a mover el otro y a mover y
mover, entonces tengo un triangulo, dos triangulos, tres triangulos,... se podria tener
muchos, entonces llegamos a la conclusion de que vamos a tener infinitos
triangulos”. Establece una relacién entre la amplitud del angulo interior del triangulo
y su lado opuesto.

Para Constanza, el hecho de mover uno de los segmentos de uno de los
triangulos construidos se transforma en una experiencia crucial, que le permite
refutar la hipotesis “son dos triangulos”. A partir de esto se desprenden del caso
particular, podriamos decir que emplean un ejemplo genérico para validar su
afirmacion de que hay infinitos.

Empirisismo ingenuo Experiencia crucial Ejemplo genérico Experimento
mental
El grupo completo Constanza, comienza a Todo el grupo.
sostiene que hay dos girar uno de los lados
Grupo triangulos. del triangulo rectangulo. Relacion entre la
4 ) i amplitud del angulo
pd \ interior del triAngulo y
su lado opuesto.

Tabla 6. Tipos de pruebas grupo 4.

Con base en los resultados de su investigacion, Balacheff (2000), plantea una
ruptura entre los dos primeros tipos de pruebas y los dos ultimos. Esta ruptura
puede ser caracterizada como el paso de una verdad asegurada a partir de una
afirmacion del hecho a una verdad asegurada a partir de un razonamiento. La
dificultad con este tipo de pruebas es que es necesario que el resto acepte el
caracter genérico del ejemplo propuesto, que compartan las mismas concepciones
de los objetos en juego. “Cuando esto no ocurre, la explicacién desarrollada aparece
ligada a un caso particular. En este contexto empirico, es legitimo recurrir a la
experiencia crucial como medio del debate de validez”. (p. 73).

5.7. Grupo 1

Milagros describe los dos triangulos isésceles que el grupo considera se
pueden construir con los dos segmentos dados, y por ese motivo su tipo de prueba
es empirisismo ingenuo. Toma en un caso el segmento de mayor longitud para cada
uno de los lados iguales y el otro segmento lo utiliza como “base” y en el otro caso
toma el de mayor longitud como “base” y los de menor longitud para cada uno de los
lados iguales.
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Emilce y Agostina expresan que si uno de los segmentos dados es la base, se
puede tomar el otro segmento y utilizar diferentes posiciones, que si lo mueven un
pedacito obtienen otro triangulo distinto al anterior. Afirman “por cada grado se
encuentra un triangulo, hasta llegar a los 179°”.

Empirisismo Experiencia Ejemplo genérico Experimento
ingenuo crucial mental
Milagros, dos Emilce y Agostina

triangulos isGsceles
Grupo El grado sexagesimal Unica unidad

de medida

Relacién entre la amplitud del
angulo interior de un triangulo y su
lado opuesto

Tabla 7. Tipos de pruebas grupo 1.

Se presenta por un lado la discretizacion de la medida y por otro la relacién
entre la amplitud del angulo interior de un triangulo y su lado opuesto. Dado que
consideran la variacién de grado en grado y van realizando el movimiento del lado
gue no consideran como “base”. Suponen un segmento fijo y el otro libre.

En la interaccién acuerdan que se pueden construir los triangulos dejando fijo
un lado y haciendo variar el otro, siempre de “grado en grado”, basados en el
transportador. Dejan explicito que por cada grado se encuentra un tridngulo. La
situacion de resolucién conjunta es positiva “porque facilita colaboraciones en el
proceso de buscar juntos soluciones, mediante coordinacién de los procedimientos
para alcanzar un objetivo determinado”. (Quaranta y Wolman, 2003 , p. 195),
aunqgue en este caso no les haya permitido despegarse del instrumento utilizado (el
transportador) y considerar que existen submultiplos del grado.

5.8. Grupo 2

Dicen que son tres los triangulos que pueden construirse, por ese motivo su
tipo de prueba es empirisismo ingenuo. En realidad son dos, puesto que los
triangulos rectangulos que consideran son iguales, pero estan en distintas
posiciones.

Dos integrantes del grupo, Lautaro y Santiago, centran su atencion en el
triangulo rectangulo. Sostienen que se pueden construir triAngulos formando con los
segmentos, un angulo de “1°, 2°, 3°, 4°, y hasta 179°". El docente que se encuentra
presente en el momento del debate, pregunta “;entre 1° y 2° no hay nada?”. Los
estudiantes responden que “hay miles porque estan en el medio los minutos y los
segundos”. La pregunta del docente se convierte en un ejemplo crucial para estos
alumnos permitiéndoles utilizar los submultiplos del grado (minutos y segundos).

Los estudiantes contindan el intercambio y Manuela dice “si vas abriendo y
cerrando (refiriéendose a los segmentos) los lados del triangulo, podés hacer miles
de millones”. Estaria utilizando un ejemplo genérico para afirmar que hay mas
triangulos de los tres considerados. Interviene Emilia y dice “hasta 179°”, a lo que
Manuela contesta “o mas, porque no tiene que haber sélo un grado de diferencia,
puede haber menos porque el grado no es la medida minima de variacion, tenés los
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minutos, segundos, milésimas de segundo etc. para variar’ y sostiene que si lo
haces de 180° queda llano pero si “lo corrés un poquitito ya podés hacer el
triangulo”.

El planteo de Manuela, que el grado no es la medida minima para expresar la
amplitud de un angulo, se convierte en una experiencia crucial que le permite
contrarrestar lo que afirma Emilia, para quien 179° es la mayor amplitud que podria
formar el &ngulo determinado por los segmentos dados. Manuela estaria haciendo
referencia a lo que se denomina sistema mixto para medicion de angulos,
interpretando la densidad pero no la continuidad del mismo. Pasan de considerar
valores enteros para la amplitud del angulo, observable en el transportador, a
submultiplos del grado, no directamente observables, y luego a considerar
subdivisiones de estos submultiplos.

El docente se mantiene atento al debate de los estudiantes e interviene
oportunamente considerando que estas interacciones se “desarrollan siempre en
torno a un objeto de conocimiento, apuntando hacia un saber al que queremos que
nuestros alumnos se aproximen progresivamente” (Quaranta y Wolman, 2003, p.
234).

Empirisismo ingenuo Experiencia Ejemplo genérico Experimento
crucial mental
Todo el grupo afirmaba que Docente Manuela, Lautaro y
podian construirse tres, que Santiago
en realidad son 2 ¢Entre 10y 20
no hay nada? Relacion entre la
amplitud del angulo
/ Manuela interior de un triangulo y
Grupo /f ‘ su lado opuesto.
2 El grado no es la
medida minima. Manuela
Si vas abriendo Consideran
y cerrando los | submdltiplos decimales
segmentos. de la unidad de medida.

Tabla 8. Tipos de pruebas grupo 2
5. Conclusiones

En los grupos analizados es posible apreciar que intentan dar una explicacion
de lo que afirman aunque no siempre se valgan para ello de propiedades con las
gue cuentan. En el anexo Il se presenta la sintesis de los tipos de pruebas puestos
en juego.

Harel y Sowder (1998) consideran que las dificultades para aprender a
demostrar obedecen a la variedad de formas como los estudiantes se convencen a
si mismos o persuaden a otros de la certeza de una observacién. Las disidencias o
los acuerdos en los intercambios permite, en algunos casos, avanzar en el tipo de
justificacion de la conjetura, aun sin lograr en algunos casos modificar el tipo de
prueba que realiza el estudiante Los grupos (5),(6) y(7) apelan a cuestiones que no
tienen que ver con el modo de validar las afirmaciones que se pretende abordar
desde la matematica, y el modo de convencimiento se sitia en lo que afirma un
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estudiante considerado como mas avanzado en matematica o en la autoridad del
profesor.

La interaccidbn con los demas estudiantes permite modificar el tipo de
validacion que se realiza y esto, en general, conlleva un avance en el tipo de
prueba. Los grupos (2), (3), (4) y (5) utilizan una experiencia crucial en el
intercambio. Logran avanzar en el tipo de prueba para validar su conjetura, el (5) a
una experimento mental y los otros tres a un ejemplo genérico, utilizando
argumentaciones para convencer al resto del grupo de sus afirmaciones.

(...) esta interaccidn social es la que le da significado a la experiencia crucial.
Este tipo de validacién se manifiesta en todo su apogeo en un conflicto acerca de
la validez de un enunciando que no puede ser superado a través del paso a un
nivel superior de prueba (Balacheff, 2000, pp.85-86).

Milagros, grupo (5), realiza una comparacién que permite considerar que un
conjunto acotado puede ser infinito en relacion al caso del intervalo [1,2],
Constanza, grupo (4), considera que uno de los lados puede ser considerado el lado
libre de un &ngulo. En ambos casos la experiencia crucial es sometida a prueba,
para validar o invalidar la afirmacidon, es de hecho una respuesta pragmatica al
conflicto planteado entre los estudiantes. Las discusiones entre los estudiantes “no
siguen necesariamente las reglas del debate matematico, aunque quizas
constituyan sus precursores” (Quaranta y Wolman, 2003, p.235), dado que al
someter a prueba en algunos casos al experimento crucial, podrian plantearse si un
ejemplo es suficiente o no para probar una afirmacion.

Los grupos (1), (6) y (8) logran avanzar de un empirisismo ingenuo al ejemplo
genérico sin pasar por la experiencia crucial. En estos casos presentan la
confrontacion de un modelo de accién, Josefina (8) sostiene que al “tomar diferentes
posiciones de los segmentos dados la longitud del tercer lado va a ir variando”.
Emilce y Agostina (1) afirman que si “al otro lado lo mueven un pedacito tienen otro
triangulo”. Evangelina (6), compara los segmentos como “si fuesen la agujas del
reloj”. No se toma un ejemplo en si mismo para validar la conjetura sino que
encuentran un modo de “generar” el triangulo partiendo de los segmentos dados.

La interaccion jugé un papel fundamental y diferente en el trabajo de cada
grupo. Se constituyd en un obstaculo en el grupo (5), dado que Julia no logra
convencerse de que hay infinitos triangulos, pero una alumna que segun los
compafneros es “muy buena en matematica”, si esta convencida de esto y puede
fundamentarlo utilizando propiedades conocidas. Julia, sin estar convencida, acata
esa afirmacién, no logra desarrollar procedimientos propios de validacién para su
afirmacion y por tanto emplea un esquema de conviccion externa. Esto también
ocurrié en el grupo (7), donde los estudiantes consideran que para modificar su
conjetura deberian preguntar al docente, marcando la autoridad del mismo en lo que
respecta a la determinacion de su verdad o falsedad. Pero la interaccion se
convirtié, de alguna manera, en un motor de avance en otros grupos, como ya
mencionamos, o en algunos integrantes de estos, debido a que “origin6 procesos de
concientizacion, obligando a los estudiantes a justificar o hacer explicitas las
decisiones tomadas por ellos” (Balacheff, 2000, p.85).
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Sdlo algunos integrantes de los grupos (5) y (6), para fundamentar la validez
de su proposicién, se basan en un andlisis de las propiedades de los objetos que
intervienen en la misma. Las razones que fundamentan la validez de su justificacion
obedecen a un proceso de interiorizacion que hacen explicito en los argumentos
que utilizan para realizar sus pruebas. Estos casos los consideramos como
experimento mental puesto que logran liberarse de situaciones particulares.

Balacheff (2000) sostiene que “los estudiantes tienen dificultades no solamente
al expresar por medio de palabras las pruebas que realizan, sino al reconocer y
hacer explicitos los conceptos en juego” (p.85). Esto se manifiesta en la interaccion
entre Inés, grupo (7) y Sol (6). La afirmacién de Inés esta fundada en un ejemplo
basado en un instrumento, el transportador, y por lo tanto es un empirisismo
ingenuo. Se contrapone a lo sostenido por Sol, que basa su afirmacién en una
experimento mental. Inés sostiene que hay un namero determinado de triangulos
porque varia de 0° a 179°, de grado en grado. Sol le dice “entre grado y grado hay
infinitos, “tenés décimas, centésimas, milésimas... y todo eso, tenés infinitos para
hacer triangulos® y afirma que, en grados “enteros” no hay infinitas pero
considerando los submultiplos de la unidad si hay infinitos aunque no puedan
superarse los 180°. Se manifiesta en los alumnos un problema con la unidad de
medida,

“(...) desconocen o se resisten a trabajar en el sistema mixto (sexagesimal y
decimal) de medicién de angulos, es decir, no pueden reconocer que la amplitud
de un angulo puede expresarse como una parte entera en grados sexagesimales
y las partes conmensurables. (Manticay Carb6, 2013, p.46).

Consideramos que hubo buenos momentos de interacciones entre pares que
permitieron el avance sobre el tipo de argumentacion utilizada para fundamentar las
afirmaciones. “Los momentos de discusion generan condiciones que facilitan el
avance hacia la conceptualizacion de aquellos conocimientos que los alumnos
pudieron utilizar en las resoluciones” (Quaranta y Wolman, 2003, p.234), si bien no
siempre pueden formularse las propiedades que las fundamentan. Los tipos de
pruebas empleados por los estudiantes al realizar la actividad de validar las
conjeturas respecto a la actividad propuesta se ajustan mas a las de conviccion
propia que a las de conviccién externa. En la mayoria de los modos de convencerse
y convencer tienen que ver con el modo de seleccionar el ejemplo utilizado, es
menor el nimero de casos en el que los elementos de conviccidn estan basados en
propiedades o deducciones logicas.

El hecho que las pruebas intelectuales, como la denomina Balacheff (2000)
sean las menos utilizadas en el grupo analizado, consideramos que esta en relacion
con las propiedades disponibles para justificar las afirmaciones. Ademas con el tipo
de pruebas que habitualmente realizan los estudiantes de la escuela secundaria.

Se analiza una situacidbn geométrica que implica la actividad de validar a
estudiantes de secundario interactuando entre pares en el proceso, en un entorno
de lapiz y papel, de un problema lleva implicito el concepto de infinito real. Este
concepto es muy complejo para los estudiantes de este nivel, que tienen la
“concepcion del infinito como “lo que no tiene fin”. Entendido fin en el sentido amplio
como “limite™ (Waldegg, 2008, p. 121).
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La mayoria de los grupos consideran la generacion de los triangulos dejando
un lado fijo y girando el otro, pero lo piensan como un conjunto discreto. Waldegg
(2008) sostiene que “una concepcion basada en un proceso de generacion efectiva
de los elementos de un conjunto” (p.30), no permite una aproximacion al concepto
real de infinito. Sélo en el caso del grupo (5) pueden relacionarlo con lo trabajado en
el conjunto de los nimeros reales y utilizar a partir de esto, que un conjunto acotado
puede ser infinito. Establecen una relacion entre la continuidad e infinitud de un
segmento de la recta real con un arco de circunferencia. El grupo (2) se acerca a la
concepcion real del infinito.

Puede continuarse el trabajo analizando procesos de validacion de estudiantes
de secundaria utilizando un SGD. Estos softwares facilitan la exploracion,
permitiendo construcciones dindmicas y promoviendo la elaboracién de conjeturas.
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Anexo |

Tarea 1. Objetivo: Enunciar la desigualdad triangular.

Problema 1.

a) Dados estos dos segmentos, usando la
regla no graduada y el compas,
construye un triangulo.

b) Construye otro triangulo, distinto al anterior, con esos mismos dos lados.
c) ¢, Cuantos triangulos diferentes se puede construir? ¢ Por qué?

Problema 2.

a) Construye, si es posible, un triangulo que
tenga estos segmentos como lados. Usa
el compas y la regla no graduada.

Construye, si es posible, un triangulo que tenga

estos segmentos como lados. Usa el compas y
la regla no graduada.

Construye, si es posible, un triAngulo que
tenga estos segmentos como lados. Usa el
compas y la regla no graduada.

Problema 3.

A continuacion se proponen medidas de segmentos. Decidan en cada caso si con
ellas se puede o0 no construir un triangulo.

3cm,2cm,1cm
8cm, 12cm,5cm
8cm,4cm,4cm
7 cm, 1cm, 2 cm.

Con estos segmentos no es posible construir un triangulo: 8cm, 3cm, 2 cm. ¢Qué
explicacion darian de por qué no se puede?

Al finalizar esta actividad el docente institucionalizara la desigualdad triangular
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Anexo Il
Conviccion Conviccion propia
externa
Autoritarios Empirisismo Experiencia Ejemplo genérico Experimento
ingenuo crucial Mental
Dos triangulos El grado
isdsceles sexagesimal Unica
Grupo unidad de medida.
1 Relacion entre la
amplitud del angulo
interior del triangulo
y su lado opuesto
Dos triangulos | ¢Entre 1°y 2° Relacién entre la
no hay nada? | amplitud del angulo
Grupo El grado no es interior de un
2 la unidad triangulo y su lado
minima. opuesto
Abriendo y Submultiplos
cerrando los decimales de la
segmentos unidad de medida.
dados.
El angulo de Entre 1°y 2° hay
Grupo 179°59°. infinitas medidas
3 Un segmento fijo y
otro movil
Dos triangulos Girando uno Relacién entre la
Grupo de los lados amplitud del angulo
4 de uno de interior del triangulo
esos y su lado opuesto
triangulos
Alumna Densidad de Biyeccion entre
Grupo “buena en los nimeros arcos de dos
5 matematica” reales. circunferencias
concéntricas, de
distintos radios,
respecto al &ngulo
central
correspondiente a
dichos arcos.
Pares con Tridngulos con Relacion entre la Correspondencia
Grupo “autoridad angulos de 45° amplitud del angulo | entre la amplitud del
6 matematica” y 90° interior del triangulo angulo central y el
y su lado opuesto. arco de
circunferencia que
abarca.
Docente El grado
Grupo sexagesimal
7 Unica unidad de
medida
Basados en el
transportador
Cuatro Relacion entre la
Grupo triangulos. amplitud del angulo
8 interior del triangulo
y su lado opuesto
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