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Hacia la creacion de problemas
Problema

Llamamos “Duo” a cualquier conjunto formado por dos numeros naturales
consecutivos. Hay varios duos que cumplen la condicion que la suma de sus
respectivos numeros menores es 27. Afadir una condicion para que
solamente haya dos duos que cumplan ambas condiciones

Este problema fue propuesto en una clase del curso “Razonamiento l6gico
matematico” a 32 alumnos del primer ciclo de estudios universitarios para ser
profesor(a) del nivel primario o inicial*. La intencién fue estimular la competencia de
crear problemas; en este caso se da una situacion inicial y se pide crear una
condicion complementaria a ésta para obtener determinado objetivo. Ciertamente,
no fue propuesto tal como esta enunciado lineas arriba, sino a través de diversas
fases, con el propésito que los estudiantes se familiaricen con la situacién y
fortalezcan su capacidad de relacionar la informacion que se da con la informacion
gue deben crear para cumplir con el objetivo. Soy un convencido de la importancia
de crear problemas como parte del aprendizaje de matematicas y como parte de la
tarea docente al ensefiar matematicas y considero que la experiencia tenida fue muy
valiosa y puede ser util como referencia para otras experiencias con objetivos
similares o afines. A continuacion describo resumidamente las diversas fases
desarrolladas, en un ambiente caracteristico de las clases en este curso, que es de
buena participacion espontanea de los alumnos, no solo respondiendo preguntas del
profesor sino también haciendo preguntas, comentarios, propuestas, etc.

Una primera fase fue presentar una definicion de “Duo” e inducir a la comprension
de tal definicion, pidiendo que den ejemplos de duos. Asi, escribi la siguiente
definicion:
Llamamos “Duo” a cualquier conjunto formado por dos numeros
naturales consecutivos.

Les pedi que la lean con atencion y den ejemplos de duos. Pronto dieron ejemplos
como

{2; 3}, {20; 21}, {14, 15}

Una segunda fase fue inducir al uso de simbolos para expresar la definicion dada
de duo.

! Estos niveles educativos comprenden a nifios menores de 12 afios
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Inicialmente propusieron D ={x; y}, con y=x+ 1.
Ante mi pedido de precisar mas, se llegd a que
“Desundiosi D={x;y},con xO N, yU N, y=x+1"
Y finalmente a que
“Desundiosi D={x;y},con x1 N, y=x+1"
Se suprimié la condicion y [I N, pues alguien afirmo que:
six [0 N entonces (x+1) 0 N.

Una tercera fase fue pedirles que hagan afirmaciones respecto a los duos y analizar
juntos si tales afirmaciones son verdaderas o falsas. Aunque se repitié la indicacion,
no parecia entenderse lo que se pedia, entonces di un ejemplo:

Afirmacion:
“La suma de los niumeros de un ddo es un namero primo”

Me preguntaron si “siempre” tenia que ser un numero primo. Aclaré que esa es la
idea en este tipo de afirmaciones, con el caracter general de “un”; sin embargo, que
para mayor claridad se puede usar la palabra “siempre”, o “todos”. Asi, se trataba de
analizar la verdad o falsedad de la afirmacion:

“En todo duo, la suma de sus nimeros es un numero primo”

Varios afirmaron enfaticamente que es verdadera y wuna alumna afirmoé
enfaticamente que es falsa. La alumna dio como razon:

“Por ejemplo el dio con 6y 7, su suma es 13"
Ante esta afirmacion, varios dijeron inmediatamente
“iY 13 es primo!”
A lo cual la alumna respondio:

“Perdon, me confundi, pero en el ddo con 7 y 8, su suma es 15
y 15 no es numero primo.”

Ante esto, hubo silencio y aceptacion en el aula de que la afirmacién hecha es falsa.
Aproveché para explicar que la alumna habia dado un contraejemplo para la
afirmacién dada y que eso era suficiente para demostrar su falsedad, aunque
tengamos varios casos en los que se cumple. Espontdneamente comentaron que se
cumple con 1y 2, porque su suma (3 ) es primo; con 2 y 3, porque su suma (5) es
primo; con 3 y 4, porque su suma (7) es primo; pero ya no se cumple con 4y 5
porque suma (9) no es primo. Asi obtuvimos otro contraejemplo y el convencimiento
de que la afirmacion hecha es falsa.

Entonces volvi a hacer el pedio de afirmaciones acerca de los duos, para analizar
entre todos si tales afirmaciones son verdaderas o falsas.

Una alumna propuso:
“La suma de los dos numeros de un duo es un nimero impar”

Con la experiencia de la afirmacion anterior, tomamos la idea y analizamos la
afirmacion:
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“En todo duo, la suma de sus nimeros es un numero impar”

Pronto se advirtié el consenso sobre la verdad de esta afirmacion, ante lo cual yo me
manifesté reacio a aceptar que se trataba de una afirmacion verdadera. Algunos
argumentos que dieron para convencerme fueron:

“Los numeros siempre van a Ser uno par y otro impar”
“La suma de un par con un impar es un impar”

Se generd una discusion para convencernos todos de que estas dos afirmaciones
son verdaderas.

No se pudieron encontrar contraejemplos para demostrar su falsedad y se llego al
convencimiento de la veracidad de la primera, observando que:

EnD={x;y},con x LI N, y=x+1, setiene dos posibilidades:
X es par 6 x es impar.
Si x es par entonces x = 2n para algin n I N; en consecuencia:
y=x+1=2n+1, que es impar.
Si x es impar entonces x = 2n + 1 para algin n [0 N; en consecuencia:
y=x+1=(2n+1)+1=2n+2= 2(n+1), que es par.

En cuanto a la segunda afirmacién observamos que la expresion general de la suma
de un nimero par con un namero impar es:

2n)+ (2m+ 1), para n,m [ N.

Como (2n)+ (2m + 1) = 2(n +m) + 1, vemos que siempre la suma de un par con un
impar es un impar.

Otra afirmacién respecto a los duos, propuesta por un alumno, fue:
“En todo duo, el producto de sus niumeros es un nimero par”

Hubo consenso en la veracidad de la afirmacion y qued6é como ejercicio hacer la
demostraciéon formal.

Como cuarta fase propuse la siguiente situacion:
Dos duos son tales que la suma de sus respectivos nimeros menores es 27.

y pedi que me ayuden a expresar esto con simbolos. Luego de dar algunos
ejemplos concretos y examinar algunas propuestas, llegamos a lo siguiente:

Di={n1;nz} y Do={my; my}, con m<nz mi<m; y n;+my= 27

Seguidamente, pedi que voluntariamente y sin obligacion de poner su nombre, en
un pedazo de papel escriban — trabajando individualmente — una condicion que
afiadida a la condicion dada de los duos (que la suma de sus respectivos numeros
menores es 27) permita determinar dos Unicos ddos que cumplan ambas
condiciones.

Luego de pocos minutos comenzaron a entregarme los pedazos de papel. Una vez
recibidos 17, ya no habia mas entregas, asi que pasamos a analizar algunas de las
propuestas. Yo escogi al azar un papel y lei la condicién propuesta:

ny impar y my; par’
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Entonces, con participacion de los alumnos, empecé a construir ejemplos de duos
gue cumplan las condiciones:

ng+mg= 27;
ny impar y mj par
Obtuvimos:
D.={7;8} y Dz ={20; 21},
D.={11;12} y D, ={16; 17},
lo cual mostraba que no se obtenia un Unico par de duos.

Entonces el autor de la propuesta manifestd que yo no habia leido completamente
Su propuesta, pues él precisaba el intervalo en el que deben estar los nimeros.
Volvi a mirar la hoja y efectivamente, no habia advertido que ademas de “n; impar
y mg par’, estaba escrito mas abajo “[12; 16]". Pedi que me aclare lo que eso
significaba y el autor de la propuesta explicé que “todos los niumeros deben estar en
el intervalo [12; 16]". Aclaré que en tal caso la condicién afiadida habria sido mejor
escribirla:

ni impar, mp par y ng, nyz, mg, my [ [12; 16].”

Luego pedi a los alumnos que examinen si hay solo un par de duos que cumplen las
condiciones

ng+mg= 27;
Ny impar, my par y ng, np, mg, my L [12; 16].
Pronto indicaron los siguientes pares de duos
D; ={13; 14} y D, ={14; 15}
D, ={15; 16} y D,={12; 13}

Se concluy6 entonces que con la condiciéon afiadida a la dada no se obtiene un
anico par de duos. Una alumna comento: “ademas, dando la condicion n; impar ya
resulta innecesario dar la condicion m; par, porque se deduce de la anterior, ya
gue su suma es 27, que es un numero impar.”

Entonces una alumna pidié que se examine la condicion que ella habia propuesto.
Le pregunté si habia puesto nombre a su papel; me dijo que no; le pedi que se
acerque para identificar el papel que me entregd; y me respondié “mejor la digo
desde aca”. Obviamente acepté y dijo: “la condicion afiadida es que n; sea par y
gue m; sea mdultiplo de 7”. Entonces nos pusimos a construir ddos que cumplan las
condiciones:

ni+my= 27;
ny par y my; multiplo de 7

Advertimos que era preferible precisar con cuantos multiplos de 7 (o sea valores de
m;) podiamos trabajar y empecé a escribirlos lentamente en la pizarra: 7, 14, 21, 28.
Un alumno me interrumpié diciendo que el 28 no podia ser porgue se pasa de 27.
Una alumna afadié que el 14 tampoco podia ser, porque es par y la suma con n; —
gue se esta exigiendo que sea par — debe ser 27, que es impar. Nos quedamos
entonces con 7 y 21 y asi construimos los siguientes pares de duos:

-
U N I@N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - MARZO DE 2012 - NUMERO 29 - PAGINA 158



El rincén de los problemas
Uldarico Malaspina Jurado

D; ={20;21} y D,={7;8} (n1=20y m; = 7 cumplen las condiciones dadas)
D,={6;7} y D,={21; 22} (n1 =6y my; =21 cumplen las condiciones dadas)
Con esto quedo claro que la condicion afiadida no nos lleva a un Unico par de duos.

Otra alumna pidi6 que analicemos su propuesta. Le pregunté cual era y dijo
inmediatamente: n, =m;

Entonces, nos pusimos a encontrar ddos que cumplan con las condiciones:
ng+mg= 27,
N, =m;
Solo encontramos
D:={13; 14} y D, ={14; 15} (n,=m;=14)

Afirmé: “jParece que ahora si tenemos una condicidon que, junto con la que
teniamos, nos conduce a un Unico par de duos!” Se escuché que a coro dijeron Si!
Pude observar la alegria de la alumna que hizo la propuesta y también cierto
escepticismo de algunos alumnos que seguian intentando encontrar otro par de
duos con las condiciones dadas. Me sumé al grupo de los escépticos y pregunté:
“¢No sera que simplemente hasta ahora no encontramos otro par de duos que
cumplen las condiciones, pero si existe ese otro par?” La mayoria de alumnos
respondié que no existe otro par y entonces repregunté: “,Cémo podemos estar
seguros de que existe un unico par de duos que cumplen las condiciones dadas?”
Hubo silencio y alguien dijo un tanto timidamente “Hay que demostrar...”. Confirmé
tal afirmacion y pedi que buscaramos una relacion logica que nos lleve de las
condiciones dadas a la unicidad del par de duos. Hice notar que esto significaba
demostrar la unicidad de ni, Nz, My y mo.

En didlogo con los alumnos, concluimos que bastaba demostrar la unicidad de uno
de estos numeros, pues a partir de €l se deducirian los otros, también de manera
Gnica por la condicién inicial dada (n; + m; = 27) y porque n, es el consecutivo de
ni, Yy m es el consecutivo de mj.

Asi,den;+m;= 27 y np=m; pasamosa nh; +n, = 27
Usando que n, = n;+1 obtuvimos que n; + (ny + 1) = 27; luego
2n,+ 1= 27 2n, = 26 y finalmente n; = 13.

Asi, vimos claramente que no habia otra posibilidad. Con las condiciones dadas, n;
tiene que ser 13 y en consecuencia n, = 14; m; =14; y mp, = 15. Por
consiguiente, el unico par de duos que cumplen las dos condiciones dadas es:

D: ={13; 14} y D, ={14; 15},
como lo habiamos sospechado.

En los papeles que me dieron, encontré otras interesantes propuestas de los
alumnos que conducen también a un unico par de duos:

) ni-mp=5 (Conduce aD; ={16;17} y D, ={11; 12})
II) Ny +n,= 33
m; + my = 23 (Conduce aD; ={16; 17} y D, ={11;12})
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iii) n=mp+1 (Conduce a D; ={14; 15} y D, ={13; 14})
Iv) m; + my, = 33 (Conduce a D; ={11; 12} y D, ={16; 17})

Observemos que en la propuesta (i), tal como esta escrita — en dos lineas — no
gueda claro si el alumno esta proponiendo las dos condiciones adicionales a la
inicial o cualquiera de ellas. Lo cierto es que con cualquiera de ellas es suficiente,
pues una se deduce de la otra, y en consecuencia es innecesario dar las dos
condiciones.

Comentarios

1. Como lo dijimos en el articulo del nimero anterior de UNION, consideramos que
es fundamental estimular la competencia de crear problemas, tanto en alumnos
como en profesores y hemos mostrado una experiencia en esa linea de trabajo,
con futuros profesores de educacion basica, que inician su formacién. Cabe
destacar que a pesar de que varios de los alumnos manifestaron en la primera
clase — cuando se presentaron brevemente — que no les gustaba las matematicas
y que no habian tenido experiencias agradables en sus clases de este curso en la
educcion bésica, participaron activamente, se involucraron en “el juego”, dieron
ejemplos e hicieron propuestas, comentarios y observaciones.

2. En la experiencia didactica fueron surgiendo problemas que se fueron analizando
y resolviendo, y el problema de crear un problema fue tomado con naturalidad y
afrontado con entusiasmo. Esto confirma la gran relacion que hay entre resolver y
crear problemas.

3. El problema trabajado, creado para estimular la competencia de crear problemas,
se ubica en un contexto intramatematico, introduciendo una definicion nueva (la
de duo). Se va involucrando paulatinamente a los estudiantes en aspectos
fundamentales del pensamiento matematico (simbolizar, generalizar, conjeturar,
demostrar, encontrar contraejemplos, relacionar légicamente dos o0 mas
proposiciones, resolver ecuaciones) que les dan bases para resolver y crear
problemas. Sera interesante crear otros problemas, con objetivo similar, en
contextos explicitamente Iudicos o tomados de la realidad.

4. La creacion de problemas no es una competencia en la que se ponga especial
atencion en las clases de matematicas y nos agrada constatar que cinco futuros
profesores de educacién inicial o educacién primaria, en su segunda clase de
matematicas en la Facultad de Educacion, hayan hecho propuestas que
responden exactamente a lo pedido en la cuarta fase de la experiencia didactica,
es decir, completar la informaciéon que se da ante una situacién concreta — y
nueva —, de modo que se obtenga un objetivo especifico pedido. Hay ideas muy
interesantes en las otras propuestas que ya no han sido comentadas en este
articulo. Si bien no conducen a un unico par de duos, la mayoria de ellas pueden
usarse para crear otros problemas relacionados con duos.

5. Consideramos que la experiencia didactica expuesta es una manera de estimular
y desarrollar los procesos de seleccion y comprension de informacion
cuantitativa, que son algunos de los que se activan al crear problemas, como lo
sostienen C. Christou, N. Mousoulides, M. Pittalis, D. Pitta-Pantazi y B. Sriraman
en su articulo An Empirical Taxonomy of Problem Posing Processes (ZDM 2005,
Vol 37 (3)), en el que proponen un modelo con cuatro procesos para describir el
pensamiento de los jovenes al proponer problemas.
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