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Resumen

En este articulo mostraremos unas extensiones del Teorema de Pitdgoras en su
acepcion geométrica, tomando en consideracion el area de las figuras geométricas
gue estan sobre los lados de un triangulo rectangulo y de esta manera ver que se
cumple la relacion Pitago6rica para cualquier tipo de figuras que cumplan cierta
condicion. En particular, esta extension la vamos a realizar usando aplicaciones de
homotecias a las funciones que se generen de las figuras geométricas, para lo cual
cuadratura es lo mismo que decir area.

Abstract

In this article we consider an extension of the classical geometric Pythagoras
theorem, taking into consideration the areas of the geometric figures which by on the
side of rectangular triangle. In this way we see that the Pythagoras relationship holds
for every kind of figures which satisfy certain conditions. In particular, this extension
we will make use of dilation applications to the functions that are generated from the
geometric figures, for which squaring is the same as saying the area.

Resumo

Neste artigo mostraremos umas extensdes do Teorema de Pitagoras em seu
acepcioén geométrica, tomando em consideracdo o area das figuras geométricas que
estdo sobre os lados de um triangulo rectangulo e desta maneira ver que se cumpre
a relacao Pitagorica para qualquer tipo de figuras que cumpram certa condicdo. Em
particular, esta extensdo vamos realiza-la usando aplicacbes de homotecias as
funcbes que se gerem das figuras geométricas, para o qual cuadratura € 0 mesmo
gue dizer area.

1. Introduccién

El campo de la Didactica de la Matemética, durante la década de los noventa,
considero la problematica del aprendizaje de las matematicas en términos de
procesos cognitivos y ya no como una simple adquisicion de competencias y de
habilidades segun Carmen G. y Matias C. en la primera referencia. Ademas, en esa
misma época, se amplia el campo de los problemas investigados, hasta entonces
muy centrado en los conceptos basicos de las Matematicas de la ensefianza
primaria (que corresponde al “pensamiento matematico elemental” entre los cuales
cabe destacar la Didactica de la Geometria, por ejemplo), a cuestiones relacionadas
con el pensamiento matematico propio de los curriculos de los ultimos afios de
bachillerato y primeros cursos universitarios.

Este desarrollo de la investigacion acerca de la ensefianza y el aprendizaje de
temas relacionados con el Analisis Matematico, considerando ademas los procesos
asociados de definicion, prueba y demostraciéon, ha venido enriqueciendo los
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modelos que sirven para describir los procesos cognitivos de aprendizaje de los
estudiantes en este nivel donde el pensamiento no solo debe ser mas abstracto sino
gue ademas debe ser mas formal a la hora de definir los entes involucrados en la
teoria y de demostrar los que sean necesarios al momento de desarrollar un tema
especifico segun Carmen G. y Matias C.

2. Relevancia Del Trabajo Para La Educacién Mateméat ica

Cuando nos referimos a procesos cognitivos implicados en el pensamiento
matematico avanzado, pensamos en una serie de procesos matematicos entre los
que destaca el proceso de abstraccién la cual consiste en la substitucion de
fendbmenos concretos por conceptos confinados en la mente. Segun Carmen G. y
Matias C. de las cuales tomaremos parcialmente en cuenta sus reflexiones, no se
puede decir que la abstraccidn sea una caracteristica exclusiva de las matematicas
superiores, como tampoco lo son otros procesos cognitivos de componente
matematica tales como analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar,
definir, demostrar, formalizar, pero resulta evidente que estos tres ultimos adquieren
mayor importancia en los cursos superiores: La progresiva matematizacion implica la
necesidad de abstraer, definir, demostrar y formalizar. Por otro lado, entre los
procesos cognitivos de componente mas psicolégica, ademas de abstraer, podemos
citar los de representar, conceptualizar, inducir y visualizar.

Ademas comentan Carmen G. y Matias C. que una de las formas de establecer
la diferencia entre las matematicas elementales y las avanzadas es considerar que,
en las primeras, los objetos se describen como es el caso de homotecias en
bachillerato, mientras en las segundas a nivel universitario, se definen y se le
pueden dar caracteristicas superiores como transformaciones. Si nos referimos al
lenguaje, en ambos casos se utiliza el lenguaje natural para relacionar las
actividades matematicas con el contexto, sea matematico sea del mundo externo, y
para describir o enunciar las propiedades de los objetos. Sin embargo, en las
matematicas elementales las descripciones se construyen sobre la experiencia
(percepcion visuo-espacial, interaccién con proceptos® operacionales), mientras que
en el mas alto nivel de las matematicas avanzadas (conocimiento formal), las
propiedades de los objetos se construyen a partir de definiciones.

Carmen G. y Matias C. dicen que al adquirir un concepto matematico se puede
describir como construir un esquema conceptual del mismo. Saberse de memoria la
definicion de un concepto no garantiza en absoluto comprender su significado; en
realidad, comprender quiere decir tener un esquema conceptual de forma que se
asocien ciertos significados a la palabra que designa el concepto: Imagenes
mentales, propiedades, procedimientos, experiencias, sensaciones.

3. Marco Tedrico y Calidad Bibliografica

En los Modelos Cognitivos se considera de acuerdo a Carmen G. y Matias C,
por un lado, la definicion de un concepto matematico como una secuencia de
palabras o una definicion verbal del concepto, fruto de su evolucion histoérica. Se
podra distinguir entre las definiciones formales, convenidas y aceptadas por la
comunidad cientifica de los matematicos en un momento dado (que se suelen

! Procepto es una traduccién que usa Carmen G. y Matias C. de la expresion original inglesa procept,
que proviene de proceso (process) y de concepto (concept).
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encontrar escritas en los libros y mas aun en manuscritos antiguos), y las
definiciones personales que utilizan las personas (estudiantes, profesores,
matematicos) como interpretacion, construccion o reconstruccion de una definicion
formal. Desde otra perspectiva, una de las razones de la complejidad del
conocimiento matematico superior es que, en su mayoria, los conceptos del
pensamiento matematico avanzado pueden jugar el papel de procesos y de objetos,
segun la situacién planteada o el nivel de conceptualizacion del estudiante.

Sfard (1991) habla de dos tipos de concepciones de un mismo concepto
matematico: Las concepciones que llama operacionales cuando se tratan
las nociones matematicas como procesos dinamicos, algoritmos y
acciones, y las concepciones estructurales cuando se consideran los
conceptos matematicos como objetos abstractos estaticos. Si bien afirma
gue los dos tipos de concepciones son complementarias (“la habilidad
para ver una funciéon o un namero, a la vez como un proceso y como un
objeto es indispensable para una comprension profunda de las
matematicas, cualquiera que sea la definicibn de 'comprender™), ella
considera que las concepciones operacionales preceden a las
estructurales (On the dual nature of mathematical conceptions : reflections
on processes and objects as different sides of the same coin, Educational
Studies in Mathematics, Vol. 22, pp. 1-36).

La accidn sobre objetos matematicos nos lleva a considerar un tipo de
desarrollo cognitivo distinto, relacionado con el problema de la dualidad proceso-
objeto y la nocion de lo que llama precepto. El estudio de un gran nimero de casos,
en todos los niveles de las matematicas pero especialmente en niveles superiores,
en que un proceso Yy su producto se representan mediante el mismo simbolo, indujo
a Tall (1995) a definir el término procepto: “Definimos un procepto como un objeto
mental combinado que consiste en un proceso, un concepto producido por dicho
proceso, y un simbolo que se puede usar para significar cualquiera de los dos o los
dos.” (Cognitive Growth in Elementary and Advanced Mathematical Thinking.
Plenary lecture, Proceedings of PME 19, Recife (Brasil)). Por ejemplo:

f(x) = x*-9

* La expresion representa simultaneamente el proceso de cémo

calcular el valor de la funcién f(x) para un valor particular de * y el objeto, es
decir el concepto de funcién para un valor general de X-Se habla de un procepto

“molde”.
2

. . X°-9 . senx 1
= En cuanto a las expresiones: lim , lim=—=, >
x-1 X -1 x-0 X = 2

representan el proceso de tender a un limite y el objeto valor del limite, pero sin
incluir el procedimiento de calculo especifico para obtener ese valor. En este
caso se trata de un procepto “estructural”.

Segun Carmen G. y Matias C. de aqui surge la necesidad de describir y
aprender como funcionan ciertos sistemas de representacion: Representaciones de
escritura decimal de los numeros, representaciones graficas de formas (funciones o
no), representaciones de la escritura literal y algebraica, representaciones que son
las figuras en geometria.
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4. Metodologia y Resultados

Duval (1996, 1999)? considera dos caracteristicas esenciales de la actividad
matemaética:

El cambio y la coordinacion de los registros de representacion semiética. Por
ejemplo, si se consideran los registros de representacion: linglisticos (lenguaje
natural, escritura algebraica, lenguaje formal) u otros registros (figuras
geomeétricas, graficos cartesianos, tablas, etc.), se entiende por cambio de registro
de representacion “a la conversion de la representacion de alguna cosa en una
representacion de esta misma cosa en otro sistema semidtico”. Por ejemplo,
realizamos un cambio cuando al resolver un problema matematico usamos un
gréfico cartesiano para representar una funcion y en el siguiente paso de la
resolucion, expresamos con una ecuacion algebraica la misma funcion. Por otro
lado, como en el dominio del conocimiento matematico se movilizan diferentes
registros de representacion, también es necesario coordinarlos.

Se trata de un estudio del Teorema de Pitdgoras visto desde una acepcion
geomeétrica realizado en diversos eventos de Educacion Matematica tanto
nacionales como internacionales, donde participaron diferentes estudiantes y
profesores en esta area. Se diagnostico mediante una serie de actividades en torno
a la deduccién que se ha realizado alrededor de este teorema tan importante para la
matematica en general; la extension la haremos usando propiedades de homotecias,
desde un punto de vista geométrico y grafico de funciones polinébmicas (lineales
como las constantes o las identidad, de valor absoluto, cuadraticas bien sean
implicitas o despejadas explicitamente, etc.) hasta ahora definidas previamente.

5. Transformaciones Geomeétricas

“Comprender es un proceso que tiene lugar en la mente del estudiante” y es el
resultado de “una larga secuencia de actividades de aprendizaje durante las cuales
ocurren e interactian una gran cantidad de procesos mentales”. Dreyfus (1991).

Transformacion geométrica es la operacion que permite deducir una nueva
figura de otra dada. Por tanto, existiran elementos origen y elementos
transformados. El interés del estudio de las transformaciones radica en la posibilidad
de facilitar la resoluciéon de problemas graficos de dificil resolucion. En estos casos,
se aplica una transformacion a los datos, convirtiéndolos en otros de disposicion mas
sencilla, con los que se resuelve el problema. Después basta aplicar a esta soluciéon
la transformacion inversa para obtener el resultado buscado.

Clasificacion de transformaciones:

a) Transformaciones isométricas: son aquellas que conservan las dimensiones y
los angulos entre la figura original y su transformada. También se Illaman
movimientos. Ejemplos: simetrias, traslacion, giro.

b) Transformaciones isomoérficas o conformes: son aquellas que so6lo conservan la
forma; es decir, en ellas los angulos de la figura original y de la transformada son
iguales y las longitudes proporcionales. Por ejemplo, la homotecia.

2 (1996) Quel cognitif retenir en didactique des mathématiques? Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol. 6, 3, pp.
349-382. (1999). Representation, vision and visualization: cognitive functions in mathematical thinking, basic issues for learning.
Actas del PME 23, pp. 3-26.
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c) Transformaciones anamorficas: son aquellas que cambian la forma entre la
figura original y la transformada. Por ejemplo, la inversion y la homologia.

Homografia

Se denomina homografia a cualquier transformacion proyectiva que establece una
correspondencia entre dos formas geométricas, de modo que a un elemento, punto
o recta, de una de ellas le corresponde otro elemento de la misma especie, punto o
recta de la otra.

Homologia

Es una transformacion homografica resultante de efectuar una proyeccién desde un
punto, en la que a cada uno de los puntos y de las rectas de una figura plana le
corresponden, respectivamente, un punto y una recta de su figura homolégica, de
modo que se cumplan unas determinadas condiciones.

Cuando tenemos el centro O, dos puntos homologos y el eje. Sirve para obtener dos

figuras homodlogas. El sistema se usa para hallar secciones en diédrica, veamos la
siguiente figura:

o

Figura 1: Homologia

Afinidad

Es un caso particular de homologia. Se dice que tenemos una afinidad homolégica o
simplemente afinidad cuando se conocen dos puntos homdlogos y el eje,
encontrandose el centro de homologia en el infinito, veamos la siguiente figura:

B

N

c
MLN [N~ e
c

Figura 2: Afinidad
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Homotecia

En una homotecia se dan el centro, el eje que se encuentra en el infinito y dos
puntos homdlogos, veamos la siguiente figura:

Figura 3: Homotecia

En la figura vemos que si dos triAngulos que no son iguales, tiene sus lados
respectivamente paralelos son homotéticos. Ademas, se puede probar que dos
figuras homotéticas son semejantes, como un caso ilustrativo veremos, mas
adelante, las graficas de la Figura 9 colocadas en un mismo eje de coordenadas.
Profundicemos en este ultimo concepto:

Definicién 1: Se llama homotecia de centro O y razén k (distinto de cero) a la
transformacién que hace corresponder a un punto A otro A’, alineado con A yO, tal
que: OA=k-OA Si k>0 se llama homotecia directa y si k<0 se llama homotecia
inversa.

Homotecias de centro en el origen de coordenadas

En una homotecia de origen el centro de coordenadas se puede ver con facilidad la
relacion que existe entre las coordenadas de puntos homotéticos. Si se considera
A(X;y) y su homotético A(X;y) la relacion que hay entre ellos es la siguiente:

X=Kkx y=k.y.

La homotecia es una transformacion geométrica que no tiene una imagen
congruente, ya que a partir de una figura dada se obtienen una o varias figuras en
tamafo mayor (agrandada) o menor (reducida) de la figura dada, pero conservando
sus proporciones. La homotecia conserva también angulos y la alineacion. Las
dimensiones de dos figuras por homotecia son directamente proporcionales; esta
proporcién es fijada por la constante de homotecia la cual multiplica las longitudes
por la relacién de homotecia k, las areas se multiplican por K, etc.

Teorema de Thales. Semejanza de poligonos.

Si varias rectas paralelas son cortadas por dos rectas transversales, la razon de dos
segmentos cualesquiera de una de ellas es igual a la razdn de los correspondientes
de la otra.

El Teorema de Thales es una aplicacion directa de las propiedades de la
homotecia.
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Semejanza de triangulos

Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus angulos iguales y sus lados
proporcionales; es decir, si los triangulos ABC y AB'C" son semejantes se verifica:

A=A B=B C=C AB/AB BC/ BG CA CA razdn de sejanza

Escalas

La representacion de objetos a su tamafio natural no es posible cuando éstos
son muy grandes o cuando son muy pequeiios. En el primer caso, porque
requeririan formatos de dimensiones poco manejables y en el segundo, porque
faltaria claridad en la definicion de los mismos. Esta problematica la resuelve la
escala, aplicando la ampliacion o reduccion necesarias en cada caso para que los
objetos queden claramente representados en el plano del dibujo. Se define la escala

como la relacion entre la dimension dibujada respecto de su dimension real ,
esto es:

dibujo

realidad

Si el numerador de esta fraccion es mayor que el denominador, se trata de una
escala de ampliacion, y sera de reduccion en caso contrario. Basado en el Teorema
de Thales se utiliza un sencillo método grafico para aplicar una escala. Véase, por
ejemplo, el caso para E 3:5 en la siguiente figura:

3

dimenszian dibuja

Figura 4: Modelos a escala.

1°) Con origen en un punto O arbitrario se trazan dos rectas r y s formando un
angulo cualquiera.

2°) Sobre la recta r se sita el denominador de la escala (5 en este caso) y sobre la
recta s el numerador (3 en este caso). Los extremos de dichos segmentos son
Ay B.

3°) Cualquier dimension real situada sobre r sera convertida en la del dibujo
mediante una simple paralela a AB.
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Efecto del dibujo a escala sobre las magnitudes lineales, el area y volumen
para conocer el efecto que produce el dibujo a escala sobre las magnitudes lineales,
se analizara lo que ocurre cuando se amplia un rectangulo de dimensiones ay b
hasta obtener un rectangulo de dimensiones k.ay k.b, véase la siguiente figura:

e
T .

- g —

Figura 5: A la izquierda vemos la homotecia de rectangulos. Mientras que a la derecha se
generaliza lo ocurrido en la Figura 3, pues cualquier poligono se puede descomponer en
triangulos que cumplen esta relacion, como estos pentagonos.

Obseérvese la relacion que se establece entre el perimetro P del rectangulo
original y el perimetro P del rectangulo ampliado:

P=2a+2bYyque P =2(ka)+2(kb).
Factorizando k, se obtiene que P =k(2a+2b). Sustituyendo p'=2a+2b se

llega a que P'=k.P. El perimetro P se transformé, igual que la base y la altura del
rectdngulo, a continuacion se vera si ocurre lo mismo con las &reas.

A=aby A= (ka(kp= k ax k
Si las longitudes se transforman con una escala k, entonces el area se
transforma con una escala k. Muestre ademas que la transformada de un poligono
como el de la Figura 5 en una semejanza es otro poligono cuyos angulos son

respectivamente iguales a los de aquel y sus lados son respectivamente
proporcionales a los del primero.

Véase lo que ocurre con la longitud de una circunferencia y con el area de un
circulo, dado en la siguiente figura:

a
P
< ;

Figura 6: Sabemos que a distancias iguales en una figura corresponden distancias
iguales en su transformada, resulta que la figura homotética de una circunferencia es
otra circunferencia: Pues, a puntos que equidistan de uno corresponden puntos que
equidistan de su homélogo, se muestra la homotecia entre circunferencias y circulos.
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Supdngase que el radio del circulo se transform6 con una escala de k<1, r =k.R, o

L, r . . . .
también k = R’ comparando las dos medidas de las circunferencias, se tiene que:

La longitud de la circunferencia se transform6 con una escala igual que la de la
modificacion del radio. Para las areas se tiene A= 7tR?*; A= 7tr?, luego
, 2
A = i = L = k2
R

Nuevamente, se observa que la razén o escala de las areas es el cuadrado de la
escala con la que se transforman las longitudes.

Resumen:

Efecto de las medidas anqulares. Siempre que dos figuras o dos soélidos estén a
escala, existe semejanza entre ellos; debiendo cumplirse la condicién de tener sus
angulos homoélogos iguales, pues la medida de un angulo no la determina la longitud
de los lados que lo forman, sino la abertura que hay entre dichos lados; ademas, sus
lados homaologos son proporcionales.

Efecto en las medidas lineales y perimetros. Dos poligonos a escala son semejantes
y cumplen, necesariamente, con dos condiciones: Tener sus angulos homélogos
iguales y sus lados homadlogos proporcionales.

Efecto de las areas. La razon de las areas de dos poligonos semejantes es igual al
cuadrado de la escala dada.

Efecto en los volumenes. La razon de los volimenes de dos solidos semejantes es
igual al cubo de la escala dada.

Media Proporcional

Media geométrica es cada uno de los términos medios de una proporcion
geomeétrica continua, 0 sea, cada uno de los términos medios de una proporcion
geométrica, cuando son iguales,, en la proporcién 8:4::4:2 la media proporcional es
4.

Teorema

La media proporcional es igual a la raiz cuadrada del producto de los extremos. Sea

L : a_»b
la proporciéon continua b =—, se demuestra que b=+/ac.
C

En efecto, ya sabemos por la propiedad fundamental que ac=bb o sea, ac=Db>.
Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros, tenemos: Jac = \/F
simplificando: b = Jac gue es lo que queriamos demostrar.

Extension del Teorema de Pitdgoras por medio de hom  otecias

% Para figuras poligonales

Motivacién: El Teorema de Pitdgoras en su acepcion geométrica dice que las areas
A, B y C de los cuadrados que se forman sobre las longitudes de los catetos y de la
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hipotenusa respectivamente de un triangulo rectangulo cualquiera cumple la relacion
A+B=C

Esto puede verse como el area debajo de las funciones constantes dadas por:
f(x)=c, g(X=b y h(X=a (a, b, ¢ numeros reales), las graficas de estas

funciones son lineas horizontales. Llamando A = A = A, las areas bajo las curvas®
de las funciones f,g y h respectivamente, en la siguiente figura:

vt u=r)

Y y=glr)

y = hix)

0 c X 0 b X 0 a X
Figura 7: Representacion grafica de los cuadrados, a través de una funciones lineales
constantes en el intervalo comprendido entre el 0 y el valor constante en cuestion. Ademas
mostramos el area de cada una de ellas de diferentes colores.
Pero siendo estas funciones Riemann integrables (continuas), tiene sentido:

A :jcdx, donde f(x)=c :c.J'dx:c(xlg):c.(c—O):c2
0
. A, =17, : >
Analogamente, podemos obtener: A =2 Y se tiene larelacion: A, + A = A.
=a.
Es decir, a’ + b = c.

Ahora, tomemos sobre los lados del triangulo rectangulo, triangulos isorrectangulos,
cuyos lados iguales son precisamente los lados del triangulo rectangulo, veamos la
siguiente figura:

Figura 8: Geométricamente se satisface que A+ B = C. Y en este caso se cumple el
Teorema de Pitadgoras al igual que en la Figura 7, lo cual evidentemente se cumple ya que
la Unica diferencia es que estas areas son la mitad de las otras.

® Toda recta es curva (con curvatura nula), pero no toda curva es recta.
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. . ‘ Basex Altura
Usando la formula para calcular el area de un triangulo, Area= .

2 2 2
Cc b a . ,
obtenemos que: C=?; B=7; :?, los cuales son la mitad del area de los

cuadrados dados al comienzo. Satisfaciendo, A+ B =C. Reduciendo, tenemos:

a® + b =c.
Luego podemos formar las siguientes funciones identidades, las cuales son
muy importantes para hacer muchas pruebas en diversas areas de la matematica y
nos van a servir para inducir nuestra demostracion al momento de hallar las
funciones homotéticas entre las funciones implicadas en la demostracion general.
Las graficas de estas funciones son rectas que pasan por el origen con pendiente
unidad, lo veremos en la siguiente figura:

1 T
}-Jl

y = gl)

0 c X

Figura 9: Grafica de las funciones identidades f(X) =X, entre 0y C, g(X) =X, entre 0y
b y h(x) = X, entre 0y a.Ademas tenemos las correspondientes areas.

Llamando A = A =A, las areas bajo las curvas® de las funciones f,g y h

respectivamente y siendo estas funciones Riemann integrables (al ser contindas),
tiene sentido:

A :j xdx dondef &)= x
0

:X_ZC :iz—o :32_
2], )\ 2 2

2 2
Analogamente, podemos obtener: :%, A :%.

Y se tiene larelacion: A + A :a—2+£2:1(a2 + bz):—l((f): Ac
2 2 2 2

. C . .
Luego, notemos que si 0< x< a, entonces 0 <—x < c. Analogamente ocurre que si
a

0 < x < b, entonces 0 <—x <c. Dada la ampliacion a escala de h, tenemos:

olo

* Toda recta es curva (con curvatura nula), pero no toda curva es recta.
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Eh(x) =Ex, puesh k)= x.
a a
c
=f(£xj,pue$ X F x
Asi, h(x) =2 f(E xj.,anélogamente, g(x) _b f(f xj_
c \a c \b

Donde estas funciones gy h se dicen homotéticas con respecto a f.

Ejemplo: En un triangulo rectangulo, el area del triangulo equilatero construido sobre
la hipotenusa es igual a la suma de las &areas de los triAngulos equilateros
construidos sobre los catetos, esto es:

Figura 10: En la figura vemos geométricamente una
extension del Teorema de Pitagoras, donde se

satisface que (C) =(A) +(B).

Una ilustracion de la proposicién a demostrar es la siguiente:

Figura 11: ABCes un triangulo rectangulo de
hipotenusa Cy catetos a Yy b. Aplicamos una

aprehension operativa de cambio figural a cada
triangulo equilatero.

Si (A), (B) y (C) representan las areas de los triangulos construidos sobre los lados
del triangulo rectangulo ABC,tenemos entonces que (aplicando la version usual del
Teorema de Pitdgoras) tenemos que:

1o 21l g gt
(B) =5bh ==b 5 46 4@6.

4 lan =talg tg=t

Anélogamente, (A) = 5 ah, 52 & 2 & 4@&.

Asi (A) + (B) =237 +132 =—1f3(a2 + bz):—lfsé = ()
’ 4 4 4 4

Luego, Area de @ )+Area deR )=Area d€(
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Ahora, podemos colocar las funciones siguientes en un eje de coordenadas, donde
el triangulo amarillo va a ser nuestra funcién f,el triangulo rojo va a ser nuestra

funcion g,y el triangulo azul va a ser nuestra funcion , veamoslo en los siguientes
graficos de la siguiente figura:

v 1 y = f(x)

y = h(z)

¥
R

« { 7

o .
(3

0 c X

Figura 12: Representacidn grafica de los triangulos equilateros, a través de funciones de valor
absoluto en el intervalo comprendido entre el 0 y el valor de longitud en los lados del triangulo.
Ademés mostramos el rea de cada una de ellas de diferentes colores.

Luego, la funcién y = f(x) la obtenemos de la siguiente forma:

Y y = f(x)
I\ =
w L1 A\
b4 : =
& | =
I
I
I
|
0 < c X
2

Figura 13: Representacion grafica de la funcion y = f (X).

Ahora sacando algunos calculos, teniendo en consideracion la definicion de recta y
de valor absoluto, obtenemos:

f.(x), siEsxsc, -/3x++/3c, siEsxsc,
f(x)= 2 = 2

(%), siOSXs%. NES si0< x<

N

3 .
=—/3x-2¢+ "¢, si0s x<c.
2 2

€
2

Denotando por A. el area entre 0 y c de y=f(x). y siendo esta funcion Riemann
integrable, tiene sentido:
J3c?

A ::[ f (x)dx= :[\EXdX_'I\/ngX-F = *)

2
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Ejercicio: Verificar que la funcion y= f(x). tiene en realidad esta forma y luego
realizar los célculos de A, para ver que efectivamente da la parte de arriba. Esta

funcion es Riemann integrable pues tiene un solo punto de discontinuidad en >

Analogamente, de acuerdo a la funciéon y=g(x) y y =h(x), obtenemos:

V3|, V3 V3a

g(x) = "@X—— — si0 < x <b.; h(x) = .‘\/:‘gx_T

+@, si0 £ x <a.

2

b
Y denotemos también el area debajo de y=g(x) y de y=h(x) por A :jg(x)dx y
0

a
A :jh(x)dx, respectivamente. Luego, de acuerdo a la ampliacion de escala,
0

tenemos que:

Cc . C C C c .C ¢
—0,(x), si —|=|s—=x=—(b), [Z(- Pt
Cone bgl() b( ) o b() i b( \/§x+\/_3b), Si oS XS C
b c . C c c(b ¢ J3 . . C C
— “(0<s=x<=|=1. |—|V3X], Si @—x<—
p %209, 81 Q= x b(zj b( ) b -2
:_\/_39)(_@ +£c, sicixsc.
b 2 2 b
:f(ng.
b
Es decir, g(x):Ef(Exj, conf(ng:— 3E —ﬁc +@c.
c \b b b 2 2
Analogamente, h(x) =2 f(g xj, con f(g xj = —ﬁgx—éc +£c.
c \a a a 2 2
Ahora, integrando segun Riemann tenemos que:
a b
[negdx-+[ g(xax=21, L @)
5 5 c c

2 :
Donde calculando |, obtenemos: |, = @%judu— @%judw \/§C—2a.
0 c

2

2% 2cC 2
Es decir, EIl:\/561—J'udu—\/§a—2J'udu+\/§a .
c c’ g c” s 2
2
2% 2 cC 2
Analogamente, 9I1=\/§b—judu—x/§—2judu+ \/§2b :
C c’y <
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Por tanto, de (1) tenemos:

a b % c \/§C2 _ % .
jh(x)dx+jg(x)dx :jﬁudu—j\@udw > A. (deacuerda(*), pueda variablese
0 0 0 o dicequeesmuda).

a b [
Asi, A +A =A. O bien, jh(x)dx+jg(x)dx=j f (x)dx

0 0 0

Ejercicio: Realizar los calculos anteriores para verificar los resultados.

% Para figuras curvilineas

Cuando son semicirculos los que estan en los lados del triangulo rectangulo,

veamos el siguiente ejemplo inductivo:

A

D
¢ Figura  14: En
E
Calculando:

— OB’
= Area del semicirculo de diametro OB: A, =——— g
—2

= Area del semicirculo de diametro AB: Agcac = %
_ 7TOA’

= Area del semicirculo de didmetro OA: A, . =

figura  vemos

geométricamente una extension del Teorema
de Pitagoras, donde se satisface que el area
del semicirculo amarillo es igual a la suma de
las areas de los semicirculos rojo y azul.

Asi, comparando las sumas de las areas obtenidas en (1), (2) y (3) tenemos que:

708’ , 7AB’
8 8

O lo que es equivalente: Accon  Ascac = Awoor -

Ejercicio: Ahora bien, lo que queremos ver es que se cumple:

=Z(0B" + AB") =Z0A.
8 8
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Figura 15: En la figura vemos
geométricamente una extension del
Teorema de Pitdgoras, donde se
satisface que C = A+ B.

Deduzca las funciones siguientes:

Donde las funciones las colocamos en un eje de coordenadas, en el cual el
semicirculo amarillo va a ser nuestra funcién f, el semicirculo rojo va a ser nuestra

funcidén g y el semicirculo azul va a ser nuestra h, podemos verlo en los siguientes
gréficos:

y=[fl)

0 c X 0 h X 0 a X
Figura 16: Representacion grafica de los semicirculos, a través de una funciones cuadraticas
(o inversa de estas como lo son las raices cuadradas) en el intervalo comprendido entre el 0 y
el valor de longitud en los lados del triangulo rectangulo dado. Ademas mostramos el area de

cada una de ellas de diferentes colores.
Ademas tenemos:

_b.(c c\_|¢® (c, cY
g(x)—Ef[BxJ, con f(BxJ—\/Z [bx 2} .
h(x):gf(ng, con f(ng=\/c—2—(gx—gj2.

c \a a 4 \a 2

Denotando por A, el area entre O y c de y=f(x)., esto es A :jf(x).dx y para
0

b
calcular también el area debajo de y=9(x) y y=h(x) denotemos por A, :J'g(x).dx
0
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y A= jh(x).dx, respectivamente. Integrando segun Riemann, llegue a la conclusion
0
a b c
que se cumple: J'h(x)dx+ j g(x)dx:j f (X)dx
0 0 0

En el caso que sean lunulas las que estan sobre los lados del triangulo rectangulo.

Ejercicio: En este caso veamos que se verifique:

Figura 17: En la figura vemos

geométricamente una extension del

Teorema de Pitagoras, donde se

satisface que C = A+ B.
A+B=C

Deduzca las funciones siguientes:

c? c)’ c? c)’ ¢

. f(x) = f,(x) - f,(x), dondef,(X) =,|——| x—= f,(X)=,]——| x—=| ——=.
(9= 1,09~ 1, dondet,(9 =/ ~(x=5 |y 1=\ 5~[x-5] -5

b? b)? b’ b)* b

. a(x) = g9,(x) - 9,(x), donde g,(X) = Z—(x—E y 0,(X)= Z—(x—EJ 5
a’ a

= h(x) =h(x)—h,(x), dondeh (x)=,— - X_E .
Donde las funciones las colocamos en un eje de coordenadas, en el cual las lanulas

amarilla, roja y azul van a ser nuestras funciones f, g y h respectivamente, veamoslo
en los siguientes graficos:

A
}

= glr)

Y=gl
= hylx)

P
-

0 c X 0 h X D a X
Figura 18: Representacion grafica de las funciones cuadraticas como las anteriores o0 mas bien
sus inversas, a través de diferencias de funciones cuadraticas en el intervalo comprendido entre
el 0 y el valor de longitud en los lados del tridngulo rectangulo dado. Ademéas mostramos el area

de cada una de ellas de diferentes colores.

-
U N I@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2010 - NUMERO 23 - PAGINA 87



Homotecias y su aplicacion en la extension del Teorema de Pitagoras
en Didactica del Analisis Matematico
Julio César Barreto Garcia

Ademas tenemos:

g(x)=9f(3xj, con f(
c \b

h(x):%f(ng, con f(

Deduzca adecuadamente, las funciones:
c C c C C c
fl=x|=f]|=x|-f|=X fl =x|=f|—=x|-f,|—=Xx
[b j l(b j Z[b j Y [a j l[a j Z[a j

Denotando por A, el area entre 0 y c de y= f(x)., esto es A :jf(x).dx y para
0

olo
P
N—
I
T
7\

vlo Tlo
x
N—
|
.
N
7\
vlo Tlo
P
N—

oo
o
N—
1"
H—h
7\

b
calcular también el area debajo de y=g(x) y y=h(x) denotemos por A, =jg(x).dx
0

a
y A= J'h(x).dx, respectivamente. Integrando segun Riemann, llegue a la conclusion
0

que se cumple:

a b c
j h(x)dx + j g(x)dx= j f (x)dx
0 0 0
“La estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto matematico y
gue incluye todas las imagenes mentales, las propiedades y los procesos
asociados al concepto; se construye a lo largo de los afios a través de
experiencias de todo tipo y va cambiando segun el individuo madura y halla
nuevos estimulos...” Donde se entiende imagen mental como el conjunto de
todas las imagenes asociadas al concepto en su mente, incluyendo cualquier
representacion del concepto (grafica, numérica, simbdlica,...)Tall y Vinner, 1981.

% Demostracion general

Dado el siguiente problema:

Figura 19: En la figura vemos geométricamente
una extension del Teorema de Pitagoras, donde
se satisface que C = A+ B.

Deduzca las transformaciones: g(X) :9 f(g xj y h(x) =
Cc

olw

{29
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Donde las funciones homotéticas son:

y = h(x)

0 c 0 b 0 a
Figura 20: Representacion grafica de las generales en el intervalo comprendido entre el 0 y el
valor de longitud en los lados del triangulo rectangulo dado. Ademas mostramos el area de
cada una de ellas de diferentes colores.

a b [
Y pruebe que se cumple lo siguiente: jh(x)dx+ j g(x)dx:j f (x)dx
0 0 0
Ejercicio: Hallemos las transformaciones de semejanzas que tieneng y h con f.

Primero veamos la transformacién de g con respecto a f. Sean las siguientes
graficasde fy g:

Y Y

B B

0 A=y ¢ X 0
)

{

Figura 21: Representacion de las funciones f y g, para hallar las correspondientes
transformaciones entre ellas.

Definamos por homotecia las transformaciones:

9:[0,c] - [0,b] X o g(x):%f(ng

Y ademas, h:[0,c] - [0,a] X & h(x)=2 f(ﬁ xj
C a

2
Ahora, hallemos el area de gy h, y verifique que es igual a A :% A.

2
Analogamente, podemos obtener que A, = a_2
c

2 2
Asi, A+A :a—2 +b—2Ab = A, (pues el triangulo es rectangulo)
C C
a b c
Por tanto, j h(x)dx + j g(x)dx= j f(x)dx .
0 0 0
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% Para Regiones en General
En la siguiente figura:

@] A
Figura 22: Representacion de un tridngulo rectangulo inscrito en una
semicircunferencia y las ltnulas construidas sobre sus catetos.

Demostrar en este ejercicio muy particular que:
AreaT =AreaM + AreaN.

Ejercicio: Deduzca para estas regiones bajo estas curvas y esta recta funciones e
intégrelas segun Riemann para ver que en realidad se cumple algo parecido a lo
anteriormente expuesto. Aplique relacion del triangulo rectangulo y haga diferencias
entre ellas para llegar al célculo del area deseada.

Interpretaciones y conclusiones

En el estudio de estas extensiones del Teorema de PitAgoras, nuestros
estudiantes aprenderan a expresar las areas de unas figuras geométricas en funcion
de sus homotéticas, como es el caso del area del cuadrado. Y ademas aprenderan
lo que realmente significa la palabra extension o generalizacion en matematica,
partiendo de la deduccion del Teorema de Pitagoras en una acepcion geométrica
donde son cuadrados los que estan sobre los lados de un triangulo rectangulo.

En otro orden de ideas, asi como podemos transformar un rectangulo como
vimos en la nota historica, también podemos tener un triangulo equilatero que tenga
la misma area que la suma de otros dos triangulos equilateros de base dada usando
este teorema tan importante. Asi mismo, podemos hacer con dos semicirculos (o
circulos) con didmetros dados, formar un semicirculo (o circulo) de é&rea igual a la
suma de estas dos, con las lunulas, etc. Por lo que puedo decir que si de Leonardo
da Vinci tenemos forma de perfecta en la cuadratura humana del hombre de Vitruvio
donde en el pensamiento renacentista: El hombre medida de todas las cosas, la
belleza ajustada a canones, equilibrio, proporcion... En los Pitagoricos tenemos: La
belleza de las cuadraturas y de las homotecias en las formas geométricas y sobre la
hipotenusa la razon aurea de la perfeccion geométrica en donde descansa la
perfeccion del mundo en general, de acuerdo a sus diferentes formas, patrones y
dimensiones...
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