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REVISTA IBERDAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA

Analisis de errores de estudiantes y profesores en
expresiones combinadas con numeros naturales

Vicente Carrién Miranda

Resumen

Se observa en estudios con profesores y alumnos la presencia de errores en las clases de
matematicas, relacionados con los contenidos de los planes de estudio que guian la practica
docente, en los diferentes niveles escolares. Son un problema grave en la ensefianza de la
matematica y en otras areas del conocimiento. Es importante contemplar el analisis de esta
problemética en el entorno social de los profesores y estudiantes y considerar sus
consecuencias a futuro. Se exponen un diagndstico y un analisis de los errores en el
tratamiento de expresiones numéricas simples que incluyen operaciones aritméticas con
nameros naturales, realizado con profesores de matematicas de los niveles basico y medio;
y con estudiantes de esos mismos niveles y del universitario. A partir de un ejemplo se
clasifican e interpretan y se analizan las causas posibles que los provocan. Se revisan los
tipos y frecuencias de errores cometidos por los individuos.

Abstract

Research studies that involve teachers and students use of mathematical knowledge in
problem solving activities have identified several types of errors. These errors often become
an obstacle to prepare and work on successful learning activities to comprehend
mathematical concepts. In this research | develop and use an instrument to diagnose and
analyze of teachers and student's errors that appear while working on simple numeric
expressions that include arithmetic operations with natural numbers. Thus, errors are
classified and interpreted, in terms of identifying their possible causes or origin. Some
examples are show to illustrate the most frequent errors that teacher and students exhibit in
solving simple tasks that involve the hierarchy of operations and the use of basic nhumber
properties.

Introduccion

El andlisis de las producciones de los estudiantes nos lleva al andlisis de sus
aciertos y errores. Con relacion a los aciertos en los procedimientos, es importante
saber qué medios han utilizado para alcanzar resultados satisfactorios. Existen, por
lo general, varios caminos posibles para lograr el objetivo, siguiendo etapas
intermedias. Esto demanda un andlisis. ¢Qué camino es el mas simple para el
estudiante?, ¢cual es el mas corto?, ¢cudl es el que siguen la mayoria de los
alumnos de un determinado nivel?, ¢por qué la mayoria sigue, exactamente, ese
camino? En lo que respecta a los errores, la necesidad de analizarlos es evidente.
Solo mediante un analisis se puede saber qué dificultades enfrenta el alumno. Esto
permite determinar los medios para corregir la situacion (Vergnaud, 1991).
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Las concepciones erroneas sefialan una linea de pensamiento que causa
errores procedentes de una idea incorrecta. Algunos estudios informan sobre la
clasificacion de errores y su frecuencia; sin embargo, esto no implica el examen de
sus origenes.

Se considera que el error es un conocimiento deficiente, insuficiente,
imperfecto, defectuoso, escaso o incompleto; una desviacion de un conocimiento
establecido. Siempre existe la posibilidad de la presencia, la permanencia y la
persistencia de errores en la adquisicion, desarrollo y consolidacion del conocimiento
cientifico. El tratamiento adecuado de errores puede contribuir a mejorar el proceso
de aprendizaje. Los estudiantes pueden desarrollar actividades para explicar y dar
sentido a sus errores y fomentar la motivacion del aprendizaje.

Los errores ofrecen al profesor de matematicas la posibilidad de organizar un
ambito de accion ligado a su préactica escolar, relacionado, en forma directa, con
bases tedricas de la educacion matematica. Pueden ser punto de partida para
orientar el aprendizaje de la materia. Todo proceso de instruccion potencia la
generacion de errores. La interpretacion sélo como instrumento para diagnosticar y
corregir anomalias toma en cuenta, parcialmente, las posibilidades que ofrecen.

Debemos desechar la propension a censurar los errores atribuyéndolos sélo a
los estudiantes, pensando que éstos son la Unica variable. Existen otras del proceso
educativo, el profesor, los programas y planes de estudio, la escuela, las
condiciones en que se desarrolla la tarea escolar o los ambientes cultural y social.

La consideracion de errores en el aprendizaje es una tarea compleja. Requiere
de la atencion del prondstico, de sus implicaciones en el proceso de aprendizaje y
en el ambito social. Es importante reflexionar en la herencia y reproduccion de los
errores de la poblacién escolar, de todos los niveles, y en las influencias y
consecuencias que siguen a esta practica andmala. Considérese, por ejemplo, el
namero de alumnos que, en cada ciclo escolar, atiende un profesor que comete
errores aritméticos. Reflexionemos en las consecuencias que, para un pais,
ocasiona formar profesionales con un aprendizaje en un ambiente de errores.

Marco tedrico

Las oportunidades de los estudiantes para aprender matematicas dependen del
entorno, del tipo de tareas y del discurso en que participan. Lo que aprenden esta
sujeto a cdmo se involucran en las actividades matematicas. Esto determina las
actitudes que tienen hacia la disciplina. En esa perspectiva, los errores forman parte
de las producciones de los alumnos. Por lo general, son estables en el proceso de
aprendizaje de la materia, en los distintos niveles del sistema educativo. Los
profesores piensan que las respuestas incorrectas a situaciones planteadas a sus
alumnos son deficiencias, o fracasos, en el logro de los objetivos. Aun cuando los
errores tienen procedencias distintas se considera, por lo general, que emanan de
un esquema cognitivo inadecuado del alumno.
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Todo proceso de instruccion es, potencialmente, generador de errores. Pueden
presentarse en forma ocasional, por azar; éstos son errores esporadicos provocados
por descuidos en las producciones de los estudiantes. Otros surgen en un marco
conceptual consistente, basado en conocimientos adquiridos previamente. Son
sisteméaticos. Favorecen una comprension distorsionada de los conceptos. Cuando
el estudiante los utiliza, piensa que lo hace en forma correcta. Los errores
sisteméticos propician la creacion de patrones de comportamiento equivocados en la
ejecucion de las tareas. Son patrones consistentes de errores. La consistencia es en
dos niveles, individual: los sujetos muestran regularidad en el modo de realizar
tareas y resolver problemas matematicos similares. También hay consistencias de
caracter colectivo que cometen personas diferentes en ciertas etapas de su
desarrollo educativo.

Rico (1994) agrupa los polos que articulan los estudios e investigaciones
recientes, relacionados con errores en el aprendizaje de la matematica, en las
siguientes categorias, no excluyentes:

. Estudios relativos al analisis de errores, causas que los producen o
elementos que los explican y taxonomias y clasificaciones de errores. Se
sustentan en alguna teoria psicoldgica, o psicopedagdgica, que proporciona
un marco explicativo y a la que el andlisis de errores ofrece una
metodologia adecuada para aumentar su contenido empirico. Incorporan las
aproximaciones tedricas hechas desde un planteamiento epistemoldgico, o
estrictamente matematico, que establecen causas estructurales para los
errores, debidas a la naturaleza del conocimiento matematico.

. Estudios dedicados al tratamiento curricular de los errores en el aprendizaje
de la matematica. Incluyen los trabajos dedicados a la organizacion
didactica de su ensefianza. Una de sus lineas de trabajo, la ensefianza
diagndstica, trata de prever los errores, detectarlos y proponer medios para
su correccion. También involucran propuestas donde los errores son parte
indispensable para fomentar el estudio e investigacion de los contenidos
matematicos. Comprenden este apartado los estudios sobre el papel que
desempefian en la evaluacion y en las valoraciones que deben realizarse
sobre las producciones de los alumnos.

. Estudios dedicados a determinar qué es lo conveniente que aprendan los
profesores en formacion con relacibn a los errores que cometen los
alumnos. Se relacionan con la formacién del profesorado y con el papel que
tienen la observacion, analisis, interpretacion y tratamiento de los errores,
en el proceso de formacion de los alumnos.

. Trabajos de caracter técnico que implementan y sostienen determinada
clase de andlisis sobre errores. Se incluyen en este apartado técnicas de
analisis para contrastar hipotesis alternativas que justifican el origen o
causa de errores.

Algunos estudios e investigaciones en educacion matematica incluyen métodos
para examinar los errores en el aprendizaje de la matematica. Un ejemplo utilizado
en este trabajo es el de Mulhern (1989), citado en Rico (1994), establece cuatro
categorias que se describen a continuacion:
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. Contar el numero de soluciones incorrectas para cada problema. Este
método, que tiene un valor diagnéstico limitado ha predominado en la
ensefanza.

« Andlisis de los tipos de errores cometidos. Esta técnica implica usualmente
clasificarlos, examinar los distintos niveles de separacion del conocimiento
desviado y hacer inferencias sobre los factores que conducen al error.

. Andlisis de patrones de error. Tales analisis pueden revelar errores
sistematicos que son causas de concepciones inadecuadas; o bien, al variar
aspectos de las tareas. Los patrones de error que resultan pueden
proporcionar claves sobre las estrategias utilizadas.

. Construir problemas de modo que puedan provocar errores en los
individuos. El investigador observa los patrones de error realizados,
especula sobre sus posibles causas y construye sistematicamente nuevos
problemas que induzcan a errores similares.

Segun Oser, H. & Spychiger, M. (1999), citado por Heinze (2005), un error es
un proceso, 0 una accion, que no obedece a la norma. Es necesaria la identificacion
de la linea de demarcacion para verificar el proceso correcto y que la accion respete
la norma. En otras palabras, se requieren los errores para afinar la idea individual
sobre lo que es falso y lo que es correcto, segun una norma dada. Si comparamos
esto con la funcién de los ejemplos y contraejemplos, para el aprendizaje de
conceptos matematicos, los errores juegan el papel de contraejemplos. No es
suficiente que un individuo sepa lo correcto; debe saber lo que es incorrecto porque,
de esta manera, se puede identificar el punto donde termina lo correcto y empieza lo
incorrecto. Desde esta perspectiva, el conocimiento de acciones y procesos
incorrectos es necesario. Esta practica de conocimiento negativo completa el
conocimiento de acciones y procesos correctos; es decir, la experiencia positiva. En
consecuencia, los errores son esenciales para la adquisicibn de conocimiento
negativo y, por consiguiente, son componentes necesarios del proceso de
aprendizaje. Sin embargo, cometer un error no significa adquirir automaticamente
experiencia negativa que pueda usarse para prevenir errores posteriores. Para usar
un error de manera productiva, es necesario que un individuo pueda comprender,
analizar y corregir el error y usarlo para desarrollar estrategias de prevencion de
errores nuevos. La descripcion anterior pone en claro que la experiencia en el
conocimiento negativo, con su papel positivo de errores, corresponde a una vision
constructivista de aprendizaje. Mientras que el acercamiento conductista evita los
errores e intenta enfatizar actividades solo exitosas de los estudiantes; es decir, es
importante sélo el conocimiento positivo. Los errores son necesarios e inevitables y
los comprende como oportunidades para el aprender.

Heinze, A. (2005) afirma que aungque se aceptan errores como una parte
natural del proceso de aprendizaje, para los alumnos, es desagradable incurrir en
ellos, o ser sorprendidos cometiendo errores. Este hecho lo basa en dos razones;
por una parte, hay una componente afectiva, es posible que el error signifique una
afrenta. Por otro lado, los errores muestran evidencia de fallas en cierta competencia
individual que, para los alumnos, representan desventajas al ser evaluados. Es obvio
que hay una diferencia entre el manejo de error en situaciones en privado o
publicamente. Si el error de un individuo se discute en el grupo, puede sentir que se
le exhibe. Si el profesor discute los errores con un estudiante en situacion privada,
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puede haber oportunidad para el progreso individual del aprendizaje. La contribucion
de Heinze se enfoca en aspectos cognoscitivos y afectivos del manejo del error en
procesos del aula, desde la perspectiva del estudiante y del observador. Dirige su
investigacion a la percepcion del estudiante en actividades con manejo del error en
el aula. Su estudio fue guiado por las preguntas siguientes:

. ¢Cual es la percepcion de los estudiantes con respecto al manejo del error
en las lecciones de matematicas? ¢Qué piensan los estudiantes sobre la
conducta del maestro cuando se les intimida por incurrir en errores en
situaciones publicas?

. ¢Como tratan los estudiantes individualmente sus propios errores? ¢Usan
los errores como una oportunidad de aprendizaje?

« ¢ Qué tipo de errores son “permitidos” o “prohibidos” en la percepcion de los
estudiantes (En el sentido negativo, desde el punto d vista del profesor)?

Para investigar el conocimiento del estudiante relacionado con los errores
Lannin J., Townsend, B. & Barker D. (2006) desarrollaron un marco conceptual que
llamaron ciclo reflexivo de analisis del error. Describen el proceso que los
estudiantes siguen cuando examinan los errores que cometen. Un estudiante
reconoce que ha incurrido en un error y elige entre ignorar la fuente o considerar las
causas potenciales que lo originan. Si atribuy6 el error a una, o varias fuentes, el
estudiante intenta reconciliarse con él para eliminar el conflicto cognoscitivo que
experimenta. Después de llevar a la practica estrategias para reconciliarse con el
error lo trata con una de las tres maneras siguientes:

. Se reconcilia el error con éxito y terminan el ciclo.

. Detiene el proceso de la reconciliacion sin resolverse el error y termina.

. Reconocen que la fuente original de atribucién del error es incorrecta y
busca otras fuentes potenciales de error.

Los autores examinaron tres preguntas importantes para aclarar cdmo los
estudiantes tratan el conflicto cognoscitivo que experimentan cuando examinan sus
errores:

¢, Qué factores contribuyen a que reconozcan sus errores?
¢ A qué causas potenciales atribuyen sus errores?
¢, Qué estrategias utilizan para reconciliarse con sus errores?

Las direcciones que guian el desarrollo de este trabajo se basan en el segundo
y tercer incisos de los métodos de analisis de errores de Mulhern (1989), incluidos
en la primera categorias dada en Rico (1994). También se toman en cuenta las
estructuras de los niumeros naturales y enteros. Se consideran, esencialmente, la
sintaxis de la aritmética, la nocion de operacion aritmética y los procesos
algoritmicos y el desarrollo de la nocion de estructura numeérica a través de
actividades; orientaciones incluidas en Linchevsky (1995). El desarrollo de la nocion
de estructura numeérica a través de actividades requiere de lo siguiente:
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a) Orden de las operaciones. En pre-algebra se puede comenzar a tratar el orden
de las operaciones trabajando ejercicios que, con el uso de reglas, conduzcan a
lograr la unicidad de las respuestas. La prioridad de los operadores aritméticos
determina el orden en que han de realizarse las operaciones en una expresion
aritmética. Esta jerarquia se determina por el proceso de abstraccién que relaciona
una operacion con otra: la multiplicacién se convierte en una sintesis de la operacion
aditiva y la division es la operacion inversa de la multiplicacion; la potencia en una
sintesis de la multiplicacion y la radicacion es la operacion inversa de la potencia. En
consecuencia, potencias y raices tienen prioridad en los célculos, le siguen
multiplicaciones y divisiones vy, finalmente, sumas y restas. Si coinciden varios
operadores de igual prioridad en una expresion aritmética el orden de ejecucion es
de izquierda a derecha, tal como se lee un texto.

En la Tabla 1 se exhibe la prioridad de las operaciones. Las letras ay b son los
operandos y representan numeros reales.

Operador Operacion Ejemplos Prioridad
+ Suma a+b
3
- Resta a-b
x . % Multiplicacion axb a-b axb ,
- Division a+b alb
o°, A Potenciacion ab, anb
. ., 1 1 1
[ o A Radicacion ba b a/\B
Tabla 1

Los operadores aritméticos permiten la realizacion de calculos, utilizan
operandos y proporcionan resultados numéricos. Los estudiantes deben procesar
expresiones aritméticas, en distintas alternativas, justificando sus acciones con
verificaciones numéricas, o por medio de consideraciones generales, con reglas
establecidas; por ejemplo, en lo siguiente:

. Indicar el orden en que se pueden evaluar las expresiones aritméticas.

. Dado un conjunto de numeros, en un orden establecido, obtener diversas
expresiones aritméticas que incluyan distintas operaciones.

. Dada una expresion aritmética, decidir cuando el seguimiento del proceso
de resolucion de izquierda a derecha corresponde al orden convencional de
las operaciones.

b) Uso de signos de agrupacion. Los paréntesis se usan para agrupar
operaciones. Se encierran los operandos para dar preferencia a la realizacién de las
operaciones de menor prioridad y, reciprocamente, se evallan primero las
operaciones que estan entre paréntesis. Si existen varios signos de agrupacion
anidados tienen prioridad las operaciones incluidas en que se encuentren en la parte
interior. Con el propésito de evitar confusiones se pueden utilizar diferentes signos
de agrupacion: (), [ ], {}.
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Por lo general, en aritmética, los paréntesis se usan en forma estatica, para
indicar qué operaciones deben realizarse en primer lugar. En pre-algebra es
necesario imponer una dimensibn mas dinamica al uso de los simbolos de
agrupacion, con la finalidad de preparar al estudiante a utilizar en forma mas flexible
estos simbolos.

c) Transformar una expresidén aritmética en otras equivalentes. Se tiene la
posibilidad de efectuar cambios en los elementos de una expresiéon aritmética para
obtener otras equivalentes. Para comprender las propiedades que conforman la
estructura de una expresion simbdlica se requiere la habilidad para descomponerla
en sus partes y realizar manipulaciones con ellas, antes de considerarlas en la
evaluacion de la expresion original. La identificacion de los términos de la expresion,
para los que una sustitucidn es correcta, es necesaria para la comprension de la
estructura de una expresion numeérica.

Con base en estos lineamientos anteriores se realiza un diagndstico y se
analizan los errores de expresiones numéricas simples que incluyen operaciones
aritméticas con numeros naturales, realizado con profesores de mateméticas de
primaria, secundaria y bachillerato y también con estudiantes de los tres niveles
anteriores y, ademas, del universitario. Los errores de los individuos se clasifican, se
interpretan y se hace un andlisis de las causas posibles que los originan. La
presencia de errores en las clases de matematicas, son un problema grave en la
ensefianza de la matematica y de las ciencias. Es necesario tomar en cuenta la
realidad de esta problematica, sus causas y sus consecuencias.

El estudio desarrollado incluye un tema de aritmética elemental, perteneciente
al area de la matematica basica, necesaria para afrontar, comunicar y resolver
problemas practicos que se le presentan a cualquier individuo en su vida cotidiana;
ademas, estos conocimientos elementales son la base fundamental para continuar el
estudio de cualquier area de conocimiento, posterior a la escuela primaria. El estudio
muestra que el problema de los errores aritméticos, en profesores y estudiantes,
tiene gravedad extrema. En consecuencia, a partir de los resultados que se exponen
y tomando en cuenta la realidad comentada, se sefala la necesidad de actualizar
profesores y de realizar acciones para remediar y prevenir las anomalias de los
alumnos, que incidan en toda la poblacién escolar del pais; con la participacion
activa de profesores y demas personas implicados en la tarea educativa.

Metodologia

Se propusieron a profesores y estudiantes una coleccion de diez expresiones
numéricas para que las transformaran a sus formas méas simples. En la Republica
Mexicana se aplicaron, al menos, en dos ciudades de cada Estado, desde 1982
hasta 2005. Sin embargo, la informacién recogida para el presente trabajo se obtuvo
de una parte de esos sujetos, de cuatro entidades federativas que estan mas
cercanas a la capital del pais. Se eligieron los estados que circundan la capital, por
la cercania y la accesibilidad para entrevistar a los sujetos. El grupo de encuestados
se formd con 356 profesores de primaria, secundaria y bachillerato y con 867
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estudiantes de secundaria, bachillerato y de nivel universitario. Los resultados de la
seleccion son analogos al resto de la poblacion encuestada. La informacién de la
poblacién tomada en cuenta para esta investigacion se recogié en los ultimos tres
anos.

Todos los profesores de primaria participantes estudiaron una licenciatura que
los prepara para ser profesores de su nivel. No recibieron cursos de geometria
analitica y célculo en la licenciatura, los recibieron en el bachillerato. Algunos de
ellos, 8%, habian estudiado otra licenciatura, o la estaban cursando.

Cerca del 85% de los profesores de secundaria habian estudiado en la Escuela
Normal Superior, o0 en otras instituciones afines que los preparan para ser profesores
del nivel medio. Estos habian cursado geometria analitica y célculo en la
licenciatura. El 15% restante habia estudiado una licenciatura en alguna rama de
ingenieria.

El 67% de los profesores de bachillerato era ingenieros de diversas areas; el
33% restante habian estudiado la Normal Superior.

En México, la educacion primaria se estudia en seis afos, le siguen tres de
secundaria y tres de bachillerato. Los estudios especificos en matematicas que
cursaban los estudiantes estan implicitos en sus respectivos niveles de escolaridad.

Las caracteristicas de los individuos, considerados por niveles o areas de
estudio, estdn en las Tablas 2 y 3:

Estudiantes
Sec Secundaria 220
Profesores Bach Nivel Med_lo Superior 471
(Bachillerato)
Prim Primaria 31 Quim Ingenieria Quimica 50
Sec Secundaria 176 Comp | Licenciatura Computacion 84
Bach Nivel Med_|o Superior 149 Mat Licenciatura Matematicas 42
(Bachillerato)
Total 356 Total 867

Tabla 2 Tabla 3

Se aplic6 un examen que incluy6 diez expresiones aritméticas. Se pidio a los
sujetos que registraran por escrito los calculos realizados y los resultados. Las
expresiones aritméticas incluidas en el examen son las siguientes:
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=

3+2x4-10+2 5. 2x3+5x6-12+4 g /4 5, 02,/9

246+2+2x3 6. 8+4+10+2-2x2 10 349 4 /4 . 2

N

3. 8-2x4+3x4 7. 2+2°x3-2°x3+4

4. 8-4+:2+6+2 8. 2x3%+22x4+2x3

¢Por qué se eligieron estos ejercicios? En la década de los ochenta se
establecieron maestrias abiertas, en matematica educativa, en diez estados del pais,
con asesorias en fines de semana. Hubo ocasién de relacionarse con profesores,
estudiantes de estas maestrias, en cursos de mateméticas de los niveles
mencionados. Los errores aritméticos que presentaban los profesores motivaron
realizar el estudio. Se disefiaron expresiones numéricas que incluyen las
operaciones usuales. Se eligieron combinaciones diversas de estas operaciones en
distintas posibilidades de orden. Se considero el ejercicio 7 para el estudio porque es
uno de los que presenta mayor diversidad de errores.

Se entrevistaron algunos individuos para aclarar dudas y ampliar la informacion
sobre el desarrollo de las respuestas.

En lo que sigue, se analizan los errores, solo para la expresion numérica 7, que
incluye una suma, una resta, dos multiplicaciones, una divisién y dos potencias, para
transformarla a su forma mas simple. Dada la sencillez del ejercicio, objeto de
estudio, se analizan los errores de caracter técnico, de célculo, de manipulacion de
nameros o derivados de la ejecucion de algoritmos basicos. Son errores causados
por un aprendizaje deficiente de conceptos previos, por fallas en el conocimiento de
contenidos y procedimientos al realizar la tarea, por desconocimiento de algoritmos,
por procedimientos incorrectos en la aplicacion de técnicas o por un dominio
deficiente en el uso de simbolos.

Del andlisis de las tareas se desprendieron una serie de categorias para el
tratamiento de errores aritméticos, desde los puntos de vista teérico y metodoldgico,
en la perspectiva de la matematica educativa.

Después de examinar los resultados que, en numero y variedad, presentan,
tanto profesores como estudiantes, observados en un ejemplo de matematica
elemental, es inminente reflexionar sobre la problematica de la ensefianza de la
asignatura en los niveles escolares de nuestro pais. Un caso extremo fue un grupo
de 87 profesores de primaria de zonas suburbanas que al resolver el ejercicio 7
llegaron a 21 resultados diferentes y ninguno fue el correcto. La razén mas frecuente
gue exponen es que “expresiones numeéricas tan complicadas no se ensefian en el
nivel primario”.
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Causas de los errores

Los errores de los encuestados en el ejercicio 7 se originan en los siguientes
causantes:

1. Lenguaje hablado y lectura de lo escrito.
2. Vision de lo escrito.
3. Tratamiento de las operaciones.

a) Lenguaje hablado y lectura de lo escrito. En la percepcion de lo que se escribe
persiste una practica verbal de lo escrito. ¢Cémo leen los participantes?, ¢ por qué
leen en esa forma y no en otra? Leen y escriben; sin embargo, no leen como
escriben. Como lectores identifican los objetos y los ven como en un texto. Lo
importante es el sentido inverso, como escritores. Cuando escriben, saben lo que
quieren expresar y suponen que el lector también lo tiene presente en la mente, en
forma explicita. La lengua usual escrita es “la misma” que la lengua usual hablada.
La lengua matematica escrita difiere de la lengua matemética hablada.

Lo anterior aclara el encadenamiento de la igualdad del Ejemplo 1. El
entrevistado, después de obtener las potencias, resuelve las operaciones, de
izquierda a derecha, a medida que lee en forma continua. Escribe como lee.

Ejemplo 1:

= 4] = [
242 w3 -3 gz EXD T IB-Y 2 4 x3 =42 = C

Otra cosa es la diferencia entre un texto escrito y la trascripcion de un discurso;
por ejemplo, en la expresién 2 x 5 + 2% x 3 se observa algo que pertenece al campo
de lo escrito y necesita una transformacion para una presentacién verbal. Puede
“leerse” como sigue: “Sumar el producto de dos por cinco, mas el producto de dos al
cuadrado multiplicado por tres”. Una lectura de la misma expresion, como se lee un
texto, es la que sigue: “Dos multiplicado por cinco mas dos al cuadrado multiplicado
por tres”. Esta forma ambigua de lectura propicia interpretarla en las siguientes
formas:

(2x5 + 2)°x3  (2x5+22)x3 2x(5 + 2)°x3
2x(5 +22%)x3 2x(5 + 22x3) 2x5+ 2%x3

A diferencia de un texto, que se lee de izquierda a derecha, para leer una
expresion numérica, o una férmula matematica, previamente, se necesita una “forma
de verla” bajo la identificacion de dos objetos: como un numero y como una
operacion. No solo verla en la primera forma, también percibir que las operaciones
son objetos y que esos objetos producen un numero. En el ejemplo, se trata de ver
cada producto 2 x 5 0 2?x 3 como un ndmero y como una operacion. En la mayoria
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de los casos la potencia 22 se percibe como un objeto; sin embargo, con productos y
cocientes no sucede de la misma manera.

Un profesor de bachillerato lee el Ejemplo 2 como si se tratara, estrictamente,
de la lectura de un texto, de izquierda a derecha, paso a paso (Comete un error al
elevar al cuadrado 46):

Ejemplo 2:
2+2°%x3-2"x3+4= 0837
[339% o
24224 Y8 -2= Ye 7 .-;!3 Algoritmo:

/6X3=48 1116 x3 =3348 =832

b) Visién de lo escrito. Los sujetos leen a partir de una vision, ¢cémo ven la
expresion numérica?, ¢por qué la ven en esa forma y no en otra? Se puede
constatar que la mayoria no puede leer correctamente las expresiones presentadas.
Proponen como respuesta algo que pertenece al lenguaje natural escrito, algo que
representa una diferencia enorme con relacion a lo que se lee.

Lo que entendemos por “vision” es la formacién de una unidad operativa; es el
hecho de percibir, en una expresion, un arreglo de bloques elementales. Cada
bloque expresa una operacion completa; se trata de una percepcion operativa. Lo
gue aparece como Vvisibn es la percepcion de estos grupos, de las unidades
operativas, de los bloques numéricos elementales. En una expresion se deben
identificar bien los objetos: los niumeros y las operaciones de dos tipos, explicitas e
implicitas. Cuando los participantes se enfrentan a la expresion 2 hay dos
tendencias: los que la leen como una operacién y los que la ven como un objeto.
Normalmente, la escritura de una operacion supone dos nameros y un simbolo. Sin
embargo, en la expresién 22, el cuadrado es soélo el producto implicito 2x2; es un
producto que se percibe Unicamente por la ubicacion de los digitos. Se podria leer
22, de no ser por la posicion de cada uno de los simbolos “2”. A la par, un grupo
elemental se compone de dos nameros y un signo; por ejemplo, en la operacion 2+3
el signo “+” esta entre 2 y 3; a diferencia de la escritura polaca, el signo de operacion
se escribe antes; por ejemplo, +(2, 3); equivalente a 2 + 3. Otro caso semejante es la
barra de una fraccion, que no respeta el orden de escritura. Algo semejante ocurre

con 4+E_
3

El Ejemplo 3 exhibe los comentarios de un estudiante de la licenciatura en
matematicas, relacionados con la vision de lo escrito y reflejan problemas de entrada
por la forma de seleccionar los bloques numéricos primarios, como resultado de una
vision previa de lo escrito, al resolver la expresion 1: 3 + 2x4 — 10+ 2:

-
U N IW NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2007 - NUMERO 11 - PAGINA 29



Analisis de errores de estudiantes y profesores en expresiones combinadas con nimeros naturales
Vicente Carrién Miranda

Ejemplo 3:

Ln .sfm‘{o vism?e ok ne ,“’d'ﬂ’a hacer e.r'f?x; sperscidnes £/ no ew isden
th-!"sfw de a wﬁqﬂﬂ"l an qu "f’ EF4 siohE§ ?v‘ fmp ax's Tiréan refu ff‘ad’os'
J;/Em-hs peare wnn cofy o perncisn, por e.‘f'"""ﬂé tn fa 1 5i consickr,

Qt%iﬂ}z_lg y 57 comsiders B4 (2%8)-F = £

Hay varias interpretaciones que tiene para la lectura y escritura del ejercicio 7.

Una vision correcta de lo escrito conduce a identificar tres bloques unicos. La
expresion del Ejemplo 4 puede leerse en forma correcta, y de manera general, como
sigue: “A la suma de dos términos se le resta un

Ejemplo 4. tercero; el primero es un numero, el segundo es el
, producto de una potencia por otro numero y el
2+2" x3-2°x3+4 tercero es una expresibn compuesta por el

producto de una potencia multiplicada por un
LR Beiichi namero dividido por otro”. La expresion se
@+@_ compone de tres bloques. En los dos ultimos se
debe realizar un conjunto de operaciones para

trasformarlas en niameros.

Sin embargo, no lo ven como texto escrito. Escriben como hablan vy,
reciprocamente, producen como se crea un discurso, no como se obtiene un escrito.
El lenguaje matematico escrito es diferente al lenguaje matematico leido. Si se tiene
algo escrito no se cuenta con el uso del lenguaje hablado para la representacion.
Todas las particularidades de lo que se escribe en matematicas corresponden a una
lectura; otras veces, se necesita una vision previa,
antes de una representacién verbal, o antes de
expresar el ejercicio con un conjunto de Bl :

. . . Qques mcorrectos
operaciones, dispuestas en un orden establecido.

El Ejemplo 5 ilustra una identificacion equivocada [X 3 - f]x 34

de bloques por una vision incorrecta de lo escrito.

Ejemplo 5:

c) Tratamiento (Operaciones). Es la formacion de un texto matematico. Las
expresiones presentadas no tienen verbos, son términos, objetos o expresiones. No
se establece alguna relacion entre dos de ellos. Al utilizar un verbo se producen
expresiones con texto, por ejemplo, igualdades, desigualdades, o cadenas de éstas.
Los verbos se introducen para construir y mantener el hilo conductor del discurso
matematico, para obtener relaciones matematicas. En forma hablada se refiere a
producir y formar un discurso. Por ejemplo,

. ¢Escorrecta, o incorrecta, laigualdad 2x5 + 22x3 = 22?
. ¢ Cual de las dos relaciones siguientes es incorrecta:

). 2x5+22x3 + 2x(5 + 2°)x3 =(2x5 + 2*)x3 + 2x(5 + 2°x3)

i). 2x5 + 2)’x3 < 2x(5 + 2)*x3.
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. Ordenar los valores numéricos de las seis expresiones siguientes en forma
ascendente:

(2x5 + 2)?x3, (2x5 + 2%)x3, 2x(5 + 2)%x3,
2x(5 + 2%)x3, 2x(5 + 2%x3), 2x5 + 2?x3.

En resumen, para interpretar los errores, para precisar que no son accidentes,
debemos saber que la ensefianza de la matematica reclama la introduccion de la
especificidad de una escritura diferente a la escritura de un texto en lengua
castellana. La ausencia de esta escritura propicia la presencia de errores.
Necesitamos precisar los objetos mateméticos, saber como identificarlos y reconocer
entidades establecidas por agrupaciones de numeros; por ejemplo, nameros
naturales de un solo digito, de dos digitos o raices, identificados como objetos.

Hace falta precisar que la matematica introduce una diferencia verdaderamente
profunda con respecto a un texto; es decir, lo que hace que una expresién sea un
registro numérico, donde los tratamientos son diferentes a los del lenguaje natural.
Si tenemos objetos de la misma prioridad, si no tienen un caracter especifico, lo
mismo que en una lengua, se leen uno seguido del otro. Cuando esto se propone
hay un sentido que va de la visidn a los tratamientos, pasando por la identificacion
de objetos. La expresién examinada tiene tres objetos y dos son compuestos. Se
tienen dos causas y dos tratamientos, identificacion de los objetos y la lectura de un
texto.

Tipos de errores

a) Errores de entrada. Se presentan en la lectura de texto. Son errores de vision.
Algunos son mas frecuentes en la lectura de una expresion numeérica. Aun cuando
los encuestados realizan los calculos en forma correcta, operan una expresion
diferente a la que se propone. Cuando trabajan cambian la expresioén. Realizan bien,
paso a paso, lo que hace un tratamiento; sin embargo, el procedimiento no
corresponde a la expresion propuesta.

La transformacion de la expresién requiere de un proceso de evolucion. No es
posible realizarla de sola una vez. El procedimiento sigue etapas determinadas por
los bloques numeéricos, los bloques operativos. Se requiere saber como identificar
estos bloques numéricos. Se debe formar un algoritmo de calculo con una sucesion
de etapas, donde la salida de una es la entrada de la siguiente. En el camino se
encuentran errores. Los Ejemplos 6 y 7 muestran cambios en el inicio de la primera
etapa, son cambios en la entrada que inducen errores.
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Ejemplo 6: Ejemplo 7:
Errorde  Error de

e entrada  entrada
|

l | L :
quwg—qxjeq:?xz-ﬂﬂ__:u: @’Lﬁjﬁé-;:’)xé{q: B
1B-4x3=y={ Sye QTado

I 3.4,.&3‘2.?.%_.-‘-{1.‘-&,—‘&5 é}{flé

!

[
Etrror de entrada bR

-

b) Errores de operacion. Se encuentran entre los errores que alteran la repuesta.
Consisten en distorsionar el proceso de obtener el resultado de cada operacion
realizada en forma independiente. Algunos ejemplos son los siguientes:

. Realizar calculos en forma incorrecta.

. Omitir o hacer cambios en los signos de las operaciones o en los elementos
numéricos que intervienen en la expresion.

. Infringir las reglas de la estructura numérica que incluye el ejercicio.

. Uso inadecuado de los elementos neutro, idéntico, simétrico o inverso.

El Ejemplo 8 ilustra un error de operacion al calcular el cuadrado de un namero.

Ejemplo 8:

Error de operacidn
|

3 . n
242 XB—L%JXB +4 =a+{axaﬁ-f&xajeﬂ:3+ a4 -6= 20

I .
Error de operacidn

En el Ejemplo 9 se observan dos

errores de entrada en las elecciones de los F/€MPI0 9:
bloques
Q+22}<Q—22}<Q+%:
2+2°=6y 3-2"=-1 (M VA2

Errores de operacion:

« Luego divide 3 + 4. Intercambia dividendo y divisor y obtiene: 4 + 3=1.3

. Sorprende la forma equivocada en que el estudiante de bachillerato
entrevistado realiza la multiplicacion — 6 x 1.3:

Escribe (- 6 x 1).3 = (- 6).3. De aqui cambia (- 6).3 por 6.3.

El Ejemplo 10 muestra que se presentan multiples tipos de errores en la
resolucidén del ejercicio. Esto ocurre con frecuencia. Se sefialan las dos clases de
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errores examinados; ocurrieron al expresar retéricamente el procedimiento.
Corresponden a un namero limitado de esquemas de respuesta.

Ejemplo 10:
dos was dos ol cuadiado Son cuatie al Cadrado Por
3 11 X3 - 22 x3=d4d= ; Tres Sgn doeg al C"l.iﬂdradu WeEnos dos al cuadrado soh
diez for fies son treivta entte cuay, = 7
El procedimiento del sujeto es el siguiente:
“Dos mas dos al cuadrado son cuatro al cuadrado”, (2 + 2)* = 4%
(2+2)P°x3-2°x3 + 4 = 4°x3 - 2°x3 =4,
“Cuatro al cuadrado por tres son doce al cuadrado”, 4°x3 = (4 x 3)* = 12%
42 x3-2°x3 +4 = (4x3)% - 22x3+4 = 12°-2* x3 + 4.
“Doce al cuadrado menos dos al cuadrado son diez”, 12% — 2% = 10:
122 - 22x3 + 4 = (12°-2%)x3+4 = 10 x3 + 4 = 30 + 4.
“Diez por tres son treinta”, 10 x 3 = 30.

“Treinta entre cuatro son siete”, 30 +~ 4 = 7.

Error de entrada

[ ]
2 2 : 2 2
4°%x3-2"%x3+4 =(2+2) -2'x3:4 =

Error de entrada
| 1

a a | 2
4 X3 -2 %344 = (4x3) -2'x334 =

Error de entrada
| ]

! | f_A_W
128 - PF x3+4=(12"-2")x3+4 =10 x324=7
= -

T
Error de operacidén

Finalmente, comete el error de operacion 30 +4 = 7.
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c) Errores de escritura. Son errores de una salida de etapa, no de salida del
proceso completo. Se presentan al comunicar el procedimiento de transformacién de
la expresion numérica. Dos son las formas de comunicacion: escrita o verbal. De los
dos tipos de errores de salida, escritos o verbales, en este trabajo so6lo se
consideran los primeros, puesto
que los encuestados presentaron
en forma escrita los ejercicios
propuestos. En lo que sigue se les .
nombra errores de escritura. Se 'r3><4 + 7 = 3;{412"’12 + 2 :1.4?
ilustran en los Ejemplos 11y 12. \ J

Ejemplo 11:

Error de escritura Mo hay error de escritura
e,

Error devescritura
Ejemplo 12:

Error de escritura Error de escritura

e, e,

p| 2 ( i ] B "|:|q—-3‘-'-1'l
[2+2 x3-2 ><3+4:k1+|21:\*1—f1x5)_.“‘1' 14 |

-

Error de escritura Error de escritura

Los Ejemplos 13 y 14 muestran mdltiples tipos de errores en una misma
expresion.

Ejemplo 13:
7. 2+2'x3-2"x3+4=41-8

11.2%23=233.6 =330 8 XY 1224 %3 =347 2+4=9/.§

Incorpora el numero de orden del ejercicio 7 al calculo. Cambia la expresion
2 2 2
7. 2+2°x3-2"x3%4 porlasiguiente: 7.2+ 2 x3- ' x 334,

Calcula 7.2 + 2% = 11.2.
Multiplica 11.2 x 3 = 33.6.

Resta 33.6 — 3 = 30.6.
Luego, multiplica correctamente 30.6 x 4 = 122. 4; sin embargo, cambia 122.4 por

la forma equivocada 122 - 4.
Realiza la multiplicacion 122.4 x 3 = 367.2.
Finalmente, divide 367.4 + 4 = 91.8.

El algoritmo es el siguiente:
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Error de entrada

}_

_ 2 ] 3
L.?I2+2 ><3—2 X34 —k[(?.z + 7y X3 - 4J>< +4
i
Error de Error de entrada
escritura
Error de escntura Error de esu::ritura Error de esu::ritura
+ 4= 112K3_336 3 —306}(4 =122= 4%3 = 1224K3—36?2 4 =918
o el e
Error de E:scrﬂ:ura Error de esu::ntura : oo
Error de gscritura
Ejemplo 14:

2+22x3-2x3+d4= 15e emPpiEZaper las poteucias (2x2 = )
YRI=24-Yx3z= 241y 2. L.Je.aaa por las wylh plicaciones
1.]—21-.!_—_:24 b :5-»{}{:5‘;”135 pev [JIHI.'*'}\E:H €5
26-6=20 Y- Lveg o Suymas
5-*-'-'!23{;; yestas

Expresa el algoritmo retéricamente. Describe un algoritmo de célculo; sin
embargo, no tiene claridad en el orden de ejecucion de las operaciones; da
preferencia a una de dos operaciones tienen una misma prioridad, a la multiplicacién
con respecto a la division, y a la suma con relacion a la sustraccion. Realiza

correctamente el cuadrado 22 2 x 2 = 4y enforma equivocada hace dos veces el
calculo 4 x 3 = 24.

2 2
'-...,2,..1 + L?J ® 3 - "'—3-—" x 3 = 4
Error de Error de
operacion opf:ran::n:'m
r-*iIIKS— Eﬂflﬁi —rilﬂ.KE 4ﬂ'|*
M S B o
Err-::} de \ —
escritura Error de escritura
T
26 = & = 20
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Descripcion de los errores de entrada

Del total de profesores, 356, solo el 24.4% y de los 867 estudiantes, solo el
16.8% _resolvieron correctamente el ejercicio 7.

En las Tablas 4 y 5 se exponen los nimeros de casos y porcentajes de
estudiantes y profesores que resolvieron correctamente el mismo ejercicio. Los
porcentajes de estas tablas, y todas las que siguen que registran datos, se
calcularon con relacién a cada grupo de individuos.

Estudiantes
% N°. Casos
Profesores Sec 6.4 14/220
% N°. Casos Bach 11.7 55/471
Prim 0 0/31 Quim 22.0 11/50
Sec 12.5 22/176 Comp 714 60/84
Bach 23.5 35/149 Mat 14.3 6/42
Tabla 4 Tabla 5

Las columnas de la izquierda de las Tablas 6 a la 19 expresan el orden de
prioridad elegida por los participantes y, con ello, los errores de entrada. A; es el
algoritmo que conduce al resultado correcto. También se indican los porcentajes
obtenidos en cada grupo de individuos

Primer  Segundo Tercer

Algoritmo A;: Boque  Bloque Eloque
2 + 2°x3 - 2°x3+4 SR T v T -
2 0+ 2 =3 - Zx3I+4
a. Potencias =2 + 4x3 — 4x3=4 24YUy3_yYx3=H=
A — — L=
b. Multiplicaciones y divisiones =2 + 12 - 3 24/)2~12=4
24+12—-3=
c. Sumas y restas =11 1q=-3=11
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 14.8 | 28.9 % 11.4 11.7 20.0 75.0 19.0
Tabla 6

Aun cuando los participantes eligen el algoritmo correcto, parte de ellos
presentaron errores en el proceso de resolucion. A continuacion se exhiben los tipos
de errores del ejercicio 7. Las Tablas, de la 7 ala 19 y las Graficas 1 y 2 describen
ejemplos, errores y sus porcentajes en las formas diferentes que eligieron el orden
en que realizaron las operaciones en el procedimiento para afrontar la reduccion de
la expresiéon a su forma méas simple. Corresponden a la categoria de errores de
entrada. Se relacion con la forma en que eligen los bloques elementales que guian
el procedimiento, a partir de sus percepciones operativas.
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Algoritmo A;:
[(2+2°)x3-2]x3+4

Error de entrada

l[ (2+22)><3—22]J><3 + 4

Error de entrada

a. Potencias
b. Suma

c¢. Primera multiplicacion

=[(2 + 4)x3-4]x3=+4
=(6x3 - 4)x3+4
=(18 - 4)x3=+4

242%x 32434 =
EYKI-Hx3+ Y=

GX3 ~4 437 4=
d. Resta =14x3+4 /& —4X3+4=
S, _ ) JEx3 4=
e. Segunda multiplicacion  |=42 + 4 Y2:4=705
f. Division =10.5
Profesores | Prim | Sec |Bach Estudiantes | Sec |Bach | Quim | Comp | Mat
% 48.4 | 38.6 | 51.7 % 805 | 735 | 66.0 | 155 | 52.4
Tabla 7
Error de entrada
Algoritmo Aj: S
2 2 .
2+29)%x3-2°%x3+4 [2+22)><3_22><3+4
a. Potencias =2+ 4)x3 -4x3+4 2'!'2:}:3—223{31'-34‘:
= ¥ -
b. Suma =6x3 —4x3+4 fff’ﬂa 71X 1
L . = b6x3~49x3+4
c. Ambas multiplicaciones y division |=18 - 3 = &= 12 = 4
d. Resta =15 = 18-43 =\6 W/
Profesores | Prim Sec Bach Estudiantes | Sec | Bach |Quim | Comp | Mat
% 16.1 12.5 4.0 % 0.5 1.7 0 1.2 0
Tabla 8
Algoritmo A 4 Error de:antrada

(2+2°x3-2°x3)+4

i a a ™y
(2+2 x3-2 =3 +4

a. Potencias
b. Ambas multiplicaciones

C. Suma y resta

=(2 +4x3 -4x3)+4
=2 + 12 -12)+ 4
=2+4

2+21x3—13x3+4 =-".-;.'
AXN X3I-Yx ISy
2412 - 12 5y

-1 - 2
d. Division. =05 4 '+
Profesores | Prim Sec |Bach Estudiantes | Sec |Bach | Quim | Comp | Mat
% 6.5 14.2 3.4 % 23 | 45 0 2.4 7.1
Tabla 9
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Algoritmo As:
[(2+2°)x3-2?x3]+4

Error de entrada

[(2+2° %3 -2'x3] + 4

L

J

Error de entrada

a. Potencias =[2 + 4)x3 - 4x3]+4 Z r
2+2"x3=-2 %3+ 4=
c. Ambas multiplicaciones |=(18 - 12) + 4 6 x3-Yx33y
d. Resta =6=-4 ;3‘_-11-:-#1
o 624 =L5
e. Division. =15
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes |Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 9.7 8.0 1.3 % 0 25 | 4.0 1.2 0
Tabla 10
Etror de  Error de
Algoritmo Ag: entrada  entrada
(2+2°)x(3-2°)x3+4 . .
(2+2)*(3-2)x3+4
a. Potencias =(2 +4)x(B -4)x3+4 o4 x3-2"%3 14 =
b. Sumay resta =6x(-1)x3+4 (2 +2(3-20)(3/ 4 )=
c. Ambas multiplicaciones |=-18 + 4 (€)= '}(3"{"’0:
-8 __a
d. Division. = -45 =
Profesores | Prim | Sec |Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 0 8.0 3.4 % 0.9 2.3 | 10.0 3.6 9.5
Tabla 11
Algoritmo A Error df entrada

(2+2?°x3-2*)x3+4

" ]
(2+2'x3-2")x3+4

a. Potencias

b. Primera multiplicacién

=(2+4x3 -4)x3=+4
2+ 12 - 4)x3+4

2+42°x3-2'%x3+4=
(z v 12 - g) (%)

c. Sumay resta =10x3+4

d. Segunda multiplicacion y division. |=7.5 _

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 3.2 11 4.7 % 0.5 0 0 0 7.1

Tabla 12
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Algoritmo Ag:
2+ (2°x3-2°x3)+4

Error de entrada

o

p
2+ (2'x3-2"x3) +4

a. Potencias

b. Ambas multiplicaciones

=2+ (4x3 - 4x3)+4
=2+(12 - 12)+4

2+ 2: g . i +d=
c. Resta =2+0+4 1+ﬁ2_i.2x}j"f4‘ 2
d. Division =2+0
e. Suma. =2
Profesores | Prim Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 3.2 0.6 0.7 % 0 0 0 0 0
Tabla 13
Algoritmo A g: Error de entrada
2+2°x(3-2°x3+4) 2+ x(3-x3+4)
a. Potencias =2 +4x(3 -4x3+4)
b. Segunda multiplicaciéon y division [=2 + 4x (3 - 3
J P Y G -9 2+42'x3-2"x3+4=2
c. Resta =2 + 4x0 'z+4*‘(}f—-ﬁ‘_‘£)“
d. Primera multiplicacién =2 +0 .

e. Suma. =
Profesores | Prim | Sec Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 0 0.7 % 0 0 0 0 2.4
Tabla 14
Error de entiada
Algoritmo A i f 2 2 "
[(2+2)?x3-27x3] + 4 [(2+2)x3-2'x 3]+ 4
Error de entrada
a. Suma =(4°x3 - 2°x3)+4 . _
: T 242 x3-2x3-4=
b. Potencias y multiplicaciones |=(48 — 12) + 4 2 _
Fax—a F>5
c. Resta =36+4 442 -4 =
d. Division =9 Few =1
Profesores | Prim Sec |Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 0 0.7 % 0 0 0 0 2.4
Tabla 15
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Algoritmo A 11:
[(2+2)?x3-2]?x3 +4

Error de entrada

F)

rF[(z 2y | 'x3+4
+ xEA=-2 w3~
N

Error de entrada

a. Suma =(4°x3 - 2°x3+4

. . _ 2 .
b. Primera potencia =(16x3 - 2)°x3+4 312 x 32 x3edm
c. Primera multiplicacion =(48 — 2)°x3+4 2t2=¢ Ys422216

¥ /e Iflg x3-e34e
— 2 .

e. Segunda potencia =2116x3+4 48 -2=Yg A=/s87
f. Segunda multiplicacién y divisibon | = 1587
Profesores | Prim Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat

% 0 0 0 % 1.8 1.1 | 10.0 0 0

Tabla 16

Algoritmo A 15:
[(2+2)?x3-2x3+4

Error de ent}:ada

I 2 a B
[(2+2)><3—2><3] -4

Error de entrada

a. Suma =(4°x3 - 29)x3+4 2421x3-2x3:4 233

b. Potencias =(16x3 — 4)x3+4 /& "I‘E, } ‘

c. Primera multiplicacion =(48 — 4) x3+4 1 1%

d. Resta =44 x3+4 33233

e. Segunda multiplicacién y division | = 33

Profesores | Prim | Sec |Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 0 0 % 09 | 19 0 0 0

Tabla 17

Algoritmo A i3:
(2+2)?x3-2%x3+4

Error de entrada

2 2
(2+2)x3-2 x3=-4

a. Suma

b. Potencias

=4°x3 — 2?°x3+4
=16x3 - 4x3+4

244%3- Tx32y=

ghy3 — 2%x324=

c. Multiplicaciones y division |= 48 — 3 D - GR3TH=
d. Resta =45 48 ~3= @S
Profesores | Prim | Sec |Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 0 0 % 0.5 0.4 4.0 0 0
Tabla 18
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Se asigna el simbolo Ay, si el participante utilizé dos algoritmos que conducen a dos
soluciones diferentes para el mismo ejercicio.

(A1) , , -. (Ad)
(34”[2_ xi}—{z- . 3}+4= To.4(22x3) -(1":(3‘)".‘&‘1'\ %-"*;1
1,\,\5__1%——9_*',,1,_3,}”#3111 Ttiz-n

(As) _ (As3)
TEFERI-THI2d= 2+ x3—Hx3 =4
2t T Y gy = REH= 2 f 18 -3 =15

Profesores | Prim Sec |Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat

% 12.9 2.3 0.7 % 0.9 0.4 0 1.2 0
Tabla 19

En la Tabla 20 y las Gréficas 1 y 2 se resumen los porcentajes de los errores
de entrada, ocasionados por la eleccion del algoritmo, utilizados por los
participantes.

Profesores (%) Estudiantes (%)
Algoritmos Prim | Sec | Bach Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
(31) | (176) | (149) (220) | (471) | (50) (84) (42)
Ay 0 14.8 | 28.9 11.44 | 11.7 | 20.0 | 75.0 | 19.0
Az 48.4 | 38.6 | 51.7 80.5 | 735 | 66.0 | 155 | 524
Az 16.1 | 125 4.0 0.5 1.7 0 1.2 0
Ay 6.5 14.2 3.4 2.3 4.5 0 2.4 7.1
As 9.7 8.0 1.3 0 25 4.0 1.2 0
As 0 8.0 3.4 0.9 2.3 10.0 3.6 9.5
Az 3.2 11 4.7 0.5 0 0 0 7.1
Ag 3.2 0.6 0.7 0 0 0 0 0
Ag 0 0 0.7 0 0 0 0 2.4
Aio 0 0 0.7 0 0 0 0 2.4
An 0 0 0 1.8 1.1 0 0 0
Az 0 0 0 0.9 1.9 0 0 0
Az 0 0 0 0.5 0.4 0 0 0
A 12.9 2.3 0.7 0.9 0.4 0 1.2 0
Tabla 20
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60 05

H0 A =[]
40 =
J0

PROFESORES

A Ay Ay Ay 35|I35| Ay Ag | Ag A Ap Ap Ap A

Errores de Entrada

M |:| Primaria 176 |:| Secundaria 149 D Bachillerato
Grafica 1
S ESTUDIANTES
80 1 M
70 - il
60
50 I
40 A
30 -
20 - |
10 -
uﬁr—‘ _.—|.—..|—|_||—|_|.|—|_I—..._|—I_|'|_|._...|_| .......... PRI i B e e BV R = s SR S SRR T S N
VA By A T AL

| o Y PR o e = TR = s |
Ay T A 4 A 7 Ag | A T A T AL T AR T AR T A

Errores de Entrada

220[Isecundaria 471 [ Bachillerato 50 [] quimica sa Computacion 42 [] Matemiticas

Gréfica 2

Comentarios sobre los errores de entrada ocasionados por la eleccién del
algoritmo

a) Ningun profesor de primaria utilizé el algoritmo correcto A;.

b) La mayor parte de los errores, tanto profesores como estudiantes, son
ocasionados por usar el algoritmo A,. Dan preferencia a las potencias;
después, realizan las operaciones en el orden de escritura de la expresion
propuesta, tal como se lee un texto. Le siguen en la frecuencia de uso A; y
As. Los tres forman un primer grupo en términos de la frecuencia de uso del
algoritmo. Un segundo grupo lo forman A4, A 5, As ¥ A14. Finalmente, con
muy escasa utilizacion A7, Ag, Ag, Ao, A11, A12 Y Ais.
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d)

f)

9)
h)

Ningun profesor, ni estudiante, del nivel superior, utilizaron Az, A2 0 Ais.
Solo los estudiantes de secundaria y bachillerato recurrieron a estos
algoritmos. Dan prioridad a sumas y restas, en lugar de hacerlo con las
potencias seguidas de multiplicaciones y divisiones.

Los individuos que utilizaron Ai4, obteniendo dos resultados diferentes.
Argumentan que existen diversas alternativas posibles para resolver el
ejercicio, dependiendo del procedimiento que se elija. Afirman que ambas
formas son correctas: Se elige la conveniente. Esta anomalia se presento
escasamente, tanto en profesores como en estudiantes. Sélo un estudiante
de nivel universitario cometié este error.

Tanto estudiantes como profesores del area de computacion presentan
mayor porcentaje en la solucion correcta del ejercicio 7.

Ningun estudiante utilizé6 Ag. El error consiste en hacer un nuevo bloque
operativo a partir de los dos ultimos de la expresién dada; esta vision sélo la
tuvieron los profesores, uno de cada nivel.

Sélo un estudiante de matematicas y un profesor de bachillerato emplearon
Ag. Semejante situacién ocurrié con Ajo.

Globalmente se observa que profesores o estudiantes, de los niveles de
primaria, secundaria 0 preparatoria cometen mas errores que los estudiantes
del nivel superior.

Descripcion de los errores de operacion

El 75.6% de los profesores (356) y el 83.2% de todos los estudiantes (867)

cometieron errores al realizar las operaciones del ejercicio 7.

Las tablas de la 21 a la 34 describen y ejemplifican errores de operacion: uso

inadecuado de las leyes de los exponentes, cambios o duplicacion de operaciones o
nameros, o bien, omision, invertir de las posiciones de los operandos, confusion de
los elementos neutros, unitarios, simétricos o inversos o cambio de simbolos
aritméticos por algebraicos. Se indican los porcentajes en que estan presentes en
los individuos. Las letras a y b son representan reales.

0O;. Célculos equivocados

0O;.a. Sumas o restas equivocadas

b-18-lg-48 =12~

+% 7 - =

= % 1Yy | 7a-r27g | 1g-Hojg | 12-%z08 | 3-9="2
4= L

30-8=38| 2-l5=13 | ~12i923 | 2412 =313 (“‘1)-3"10"3"'1

Tabla 21
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O;.b. Multiplicaciones o divisiones equivocadas

Y I
%3 1 AQ . /Y 14 Xﬂ"’f
r
Toz 72 & X 22 S {; 5 5
Iy 322y Hx3 -2 | Hox3=320 | leaw3=ss ‘ﬂ’g{-z 4 rjf f-fg
- e ‘?lrr:.‘a
8.5
—-_—.‘Lﬁg 1..5 _'[_Q_:,:: "',i'-‘l I}Ifl:;\z—‘_ 6‘ f-.q I D_4q
¥ g Er
/ff 4 Er}%!:' 4’1‘1‘]; ¢ a}g -y?_.i'a Q‘i 4 g‘i‘io
4;%LF 55
2 /1. 1€5
36 yES 4[sC /25 L3 = o=
"’z__ iio lzgﬂ ?;,ﬂ—-'-—?. l‘i D-llﬂ H?nl'il—zl ]‘llaq"']ﬁ

&
2

q13a=t.5 | 4007 | wanez| |SOAMIDAEG gay —p | 2zazee

Tabla 22

0. c. Potencias equivocadas

0O..c. 1. Célculo erréneo al
elevar al cuadrado un niamero

O.c.2. @) - @)b) o (@+h)* = (@°)+(b)

o z 2 2 1
46721116 223 1';’::1ﬂ 42x3=0 | |Fx3=30 | a:4=S | SxB =5
Tabla 23
2 2 2
0O;.c. 3. a’=2a 0O,.c. 4. (_a) :—a2 0..c. 5. azxhb — (aib)
z+z’w3-1=x§+4=15.ié 5
5 a+@ltadtl-u3zq= 6%X3=18 ~
22 =<4 i,f{quq{;}ﬂ, 18+ 4=22 ) SE=L
244=6 el
6+4=le. g
Tabla 24

Oue.5, 2% = @D [o o7 (@%b} _a’t b’ [g o g atb-atb

T
2— L8 = 2.‘1"2 = q -
T2 1% | 242=42 | ot | Ad=sr | -2 . 244=5
¥ To T3 | \S-2=,3 | \2-2=1e

Tabla 25
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Ouc.o. (@)b)=ab o a*+b=a+b , (a°)(b)=(ab)’

%‘L
42x3=\7 [o'x3 =30 fﬁf 15%-4-375 30 54=7"

Tabla 26

0,.c. 10. Otros errores en la aplicacién de las leyes de los exponentes

‘ilx‘.ﬁ:‘fi Gryxay= 2 [P -0%-52 | 1222107 | 393U 5=93 | 1fixz=3d | 382 9=7.57 12%2 =147
ffx‘:::‘H 2t P=4* | 24t=142xe=uaZ=g 1+ A= +8=10 f&ax_jijdf?:?a_{zw
Profesores Prim Sec Bach Estudiantes | Sec | Bach |Quim | Comp | Mat

% 25.8 14.8 28.9 % 45.0 | 435 | 22.0 7.1 35.7

Tabla 27

2P x 302 x 3ed= 90 U 30T 3t 9=

O,. Cambiar una operacion por otra : :
’ QWX 30 r3ry =45 =3 = 4

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 6.5 | 199 | 54 % 36 | 34 0 0 2.4
Tabla 28

O3. Cambiar un nimero por otro

2+28x3 -@3+4=C2+ai)x3—@x3%q=@+qj><3— BRIZIYz(6%3) — gx3T Y=
1023 $4=3o2u— 7.5

Profesores | Prim Sec Bach Estudiantes | Sec | Bach |Quim | Comp | Mat
% 0 1.7 3.6 % 14 1.9 0 2.4 0
Tabla 29

2+2'x3-2" % 3(: d)=

Ex3:18-2 -4 x3 =43

O4. Omitir una operacion

Profesores | Prim Sec Bach Estudiantes [Sec |Bach [Quim |Comp |Mat
% 0 1.1 0.7 % 17.7 [4.2 0 1.2 0
Tabla 30
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Os. Omitir un nimero

s ‘I_."'._I
2 +2x3=2X3ITY ]
DAy AT YRITY
PR, - R
&
]

PR

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 1.7 1.3 % 4.5 1.1 0 0
Tabla 31
Oe. Invertir los términos de una division 2 =] 224==2Z  3+4=13
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 0 0.6 0.7 % 0 11 0 0 0
Tabla 32
O;. Confusion en el uso de los elementos neutros s
7 l 1,+ e e =
unitarios, simétricos o inversos ;’(’ft,,x?”?ﬁ“‘f
254 = A
Profesores | Prim Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach |Quim | Comp | Mat
% 0 0.6 0.7 % 0 1.7 0 0 0
Tabla 33
Og: Realizar dos veces una misma operacion
Multiplicé dos veces por el primer 3. Multiplicé dos veces por el segundo 3.
2+2°%x3-2"%3+4=3(.99 36.99
s v ] 3
2+2k3-22x3+4= =
6(3)=18(3) =54 g8 [me,,ﬂ X34 4= (‘f’{l ";2}: ju .f_r,%—iz:
S4-4=50(2) =150 10 Laxdlogixd SHd = = A
. 40 (18- 4) x2 2 4= =31-2 |
150=4=3¢€.99 (14 X3)x3 + 4=
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach |Quim | Comp | Mat
% 0 11 0 % 0.9 0.4 0 0 0
Tabla 34
Oy: Cambio de simbolos numéricos por simbolos algebraicos.
2y o
Q-zq‘XZ__.,xz%_S_‘._? .l-f-12',763:22:-:3-'._-=e:ir ;}; :
S -YAB - 3t sy ER A X
.:erﬂLEX‘?L'f{; £ % F - ¢x3 = g xﬁ:g_
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec |Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 11 0 % 0 0 0 0 0

Tabla 35
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Las expresiones de la siguiente tabla, utilizadas por profesores y estudiantes
para obtener el resultado de 2 + 22, reflejan las irregularidades presentes al calcular
el valor numérico de expresiones que incluyen varias operaciones aritméticas con
potencias. Se utilizaron en los algoritmos A,, As, As 0 As. La expresion es de la

2 ,
forma a+b" @y b son nimeros reales.

a+b? (@a+b)*> | a+b’=a+bxb=(a+b)xb a+b’=(a+b)’>=(a+b)x2
a+b+2 | a+bx2 | axbx2 [a+b [axb axb’  [a+b® |

Estas expresiones algebraicas determinan relaciones de dos variables
representables graficamente por regiones del plano, tales que cada pareja de
nameros reales correspondiente a un punto de la region, satisface la relacion
algebraica producto del error; en otras palabras, se tienen todas las parejas de
nameros reales que satisfacen el error y una representacion geométrica para esa
relacion. Consecuentemente, a partir de los errores se puede introducir el tema de
variacion.

Resumen de los resultados de los errores de operatividad
En la Tabla 36 y las Graficas 3 y 4 se resumen los porcentajes de los

resultados de los errores en las operaciones de los encuestados. Se calcularon con
base en el numero de individuos de cada grupo.

Profesores (%) Estudiantes (%)
Errores de
Operacién | Prim Sec Bach Sec Bach | Quim | Comp | Mat
(31) (176) | (149) (220) | (471) (50) (84) (42)
O] 25.8 14.8 28.9 45.0 43.5 22.0 7.1 35.7
O, 6.5 19.9 54 3.6 3.4 0 0 24
O3 0 1.7 3.6 14 1.9 0 24 0
Oq4 0 1.1 0.7 17.7 4.2 0 1.2 0
Os 0 1.7 1.3 4.5 11 0 0 0
Os 0 0.6 0.7 0 1.1 0 0 0
Oy 0 0.6 0.7 0 1.7 0 0 0
Og 0 1.1 0 0.9 04 0 0 0
Oy 0 1.1 0 0 0 0 0 0
Tabla 36
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29 17
20 A
15 1 4
10 A
5_
I] ||_|_|||_|_|||_|_||I_I_||I_I_|||_||l_|
O, " 0" 0z 7 047 OsT 0 T 07T 0Og7 09
Errores de © per‘acic’rn
31 [ primaria 176 [l Secundaria 149 ] Bachillerato

Gréfica 3

50 - 0%
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Errores de {)per‘acién

220 [Isecundaria 471 [Bachillerato 50 (] quimica 84 [l computacion 42 [] matematicas

Gréfica 4

Comentarios sobre los errores en las operaciones

1.

2.

Los encuestados incurren con mas frecuencia en errores del tipo O4, en forma
sistematica, no son ocasionales.

La omision de una operacion, o de un numero en el calculo, se presentan con
menor frecuencia en ambos grupos de participantes.

El intercambio entre el dividendo y el divisor de una division ocurre
ocasionalmente en ambos grupos de individuos, cuando el dividendo es
menor que el divisor. En esos casos persiste la idea de que al dividir dos
nameros naturales el dividendo es el mayor y, por tanto, el cociente debe
tener parte entera.

Profesores y estudiantes del nivel medio superior anularon o simplificaron
expresiones numeéricas simétricas o inversas, aun cuando éstas se
encuentran ligadas a otras operaciones.
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Descripcion de los errores de escritura

En el proceso de transformacion de la expresion aritmética a su forma mas
simple se tiene una acumulacién de varios tipos de errores. Es pertinente hacer
notar la incidencia tan alta de errores de escritura, mostrada en los Ejemplos 15 y
16, cuando los participantes utilizan una sucesion de igualdades, dispuestas en
columna o en fila.

Ejemplo 15:

Error de operacidn Error de operacidn
Error de escritura | ‘

R T PO /72-% =9 K3 =r2T9=3
Blogue correcto ‘ ‘
Error de | Error|de escritura

escritura :
Error de escritura

Ejemplo 16:
Error de entrada Error de
| : | esu:rJiJ:ura Error dehescritura
2+2%x3-20x34=l24 2l 2l L pexal-luga = 942 = 1116 x3 23348
| S[EK = 980t = de
. . | J l - J ‘Error de operacidn
rror de E d
egcritura E;’g?iilzudfea egg?iléurg Error de

I escritura
Error de entrada

En el Ejemplo 17, ademas de presentar los seis errores de escritura y uno de
operacion sefialados, se destaca que, de los ocho blogues numéricos unidos en
sucesién con el signo de igualdad, se tienen 28 errores de entrada, derivados del
empleo incorrecto de la transitividad de la igualdad: las combinaciones de ocho
objetos tomados de dos en dos. Esta situacion persiste en casi todos los casos que
encadenan la igualdad. Aun cuando 11 es la respuesta correcta, en este caso, no lo
es porque es resultado de una divisién equivocada: 36 ~ 4 = 11.

Ejemplo 17:

Errores de escritura

|
-,

o =k |
|(2+22>-<3—22><3+ =|¢?=\|-'-'4+2‘:Lfﬂ‘-?’:fé-él:lrﬂxﬂw:ﬂéf-ﬂi:‘Ll
|

Error de operacidn
|
Error de entrada Error de
| operacion
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En la Tabla 37 y las Graficas 5 y 6 se describen los porcentajes de los errores
de escritura. En la mayoria de los casos, profesores y estudiantes, los cometieron
varias veces en el proceso de resolucion. El conteo considera solo el nimero de
individuos que incurrieron en este tipo de error, no el numero de errores de cada
encuestado, ni la frecuencia del incurrimiento. Se estima que lo importante es
enterarse de la presencia y persistencia del error, para darse cuenta de la necesidad
de aprender a escribir bien el texto matematico.

Errores de Escritura

[ 3 ; \ [ Al A
2+ 2%x3-2"x324=2¢4=6x3 =/6Y=11x3 "-;2—%:@33&3* W.-QJJZS.S

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach |Quim | Comp | Mat
% 452 | 58,5 | 66.4 % 54.1 | 70.9 | 20.0 8.3 7.1
Tabla 37
PROFESORES ESTUDIANTES
80 - 0 80 4 0y
60 - 60 -
40 - 40 +
20 A 20 -
Errores de Escritura Errores de Escritura
31 [ primaria 176 L] Secundaria 220 |secundaria 471 ] Bachillerato 50 (] quimica
149 [ Bachillerato 84 ] computacién 42 [ Matematicas
Grafica 5 Gréfica 6

Caracterizaciones de las formas de representacion de los
procedimientos

En este apartado se describen y ejemplifican las diferentes formas en que
representaron el proceso de obtencion del resultado, profesores y estudiantes. Las
Tablas de la 38 a la 43 y las Graficas 7 y 8 exhiben los porcentajes obtenidos.

El encadenamiento de la igualdad se presenta cuando el individuo utiliza una
sucesion de igualdades dispuestas en una fila. Estan presentes tanto en profesores
como estudiantes. El 30.3% del total de profesores (356) y el 35.2% de todos los
estudiantes (867) presentaron su procedimiento de esta manera.
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R;: Procedimiento expresado por medio de una sucesion de igualdades en una fila
(Encadenamiento de la igualdad)

2 2
2H2IXF -2 xFTA=DRA NP4 %3 B X3-QNIEy = 1T -Yu3 sy = TYiY= €

Profesores

Prim | Sec | Bach

Estudiantes

Sec | Bach | Quim |Comp| Mat

%

19.4 | 30.1 | 24.8 %

19.1

35.7 | 20.0 9.5 7.1

Tabla 38

El 49.7% del total de profesores (356) y el 40.0% de todos los estudiantes (867)
representaron el procedimiento mediante el uso de R,. En la Tabla 39 se describen

los porcentajes del uso de sucesiones de igualdades en columna para cada grupo
de individuos.

R,: Procedimiento expresado por medio de una sucesion de igualdades en una

columna
¥
Rt2 153-22?_”3'_-,4: 21t #3’-—-.&1‘#3::,.(-_-
Lt+AAXLI-AXB ;4= 2+4 x 3- w3 Ly=
24+ 1A—-12+4 = 6x3-12 2y=
2412 -3=14-3 = 1} 1%-12 = £
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim |Comp | Mat
% 32.3 | 49.4 | 53.7 % 42.7 | 42.7 60 85.7 | 59.5

Tabla 39

Las Tablas de la 40 a la 43 ilustran otras formas de representacion del
procedimiento para transformar la expresion propuesta.

R 3: Procedimiento expresado por medio de una sucesién de operaciones
2 2 ol R & /& (4 .5
242 :-:3:2 *x3=4d ,_'_ELX ‘-_75'_4*_3 ‘?’/—.QL;L
= jos ¢ g 14 17 'lo2
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim |Comp | Mat
% 355 | 176 | 10.1 % 28.2 | 146 0.0 1.2 23.8
Tabla 40
R 4. Procedimiento expresado con igualdades y operaciones
1+2x3-2"%3+4=(0-5 _
2+ 202)43-26%3+Y 3 g8 .y A%
: : X6_ -4 X3 q(qz
2+ Xx3-4%3 4= 442=¢ 18 14 42 'e2.0
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim |Comp | Mat
% 3.2 0.6 13 % 2.3 4.7 12.0 24 | 4.8

Tabla 41
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Rs: Procedimiento expresado retéricamente

2+28x3 -22x3+4=Se suma 217 el vesultado U2 e 4 se
™u| T ik poY 2 poy que &g la ya1z cuadvada g x B3 el vesul
fado wenos X2 e\ vesultade Por 3 2l vesultado enkye Y

v el vihivno yesullade e5 15

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 9.7 2.3 4.0 % 7.8 25 0.0 0.0 | 0.0
Tabla 42

R: Procedimiento expresado en diagrama de arbol

2 2 2+;’L*><3-—21x3+4=33
2+2 x3-2"x3+4= 105 /s | ‘
7 +4 Lfg ‘
6 +3 10 v
1&~4 4142
14 %3 T 132 |
@ Th 33-33
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim |Comp | Mat
% 0.0 0.0 6.0 % 0.0 0.0 8.0 1.2 4.8
Tabla 43

En la Tabla 44 y en las Gréficas 7 y 8 se resumen los porcentajes de las formas
distintas de representar el proceso que conduce al resultado.

Profesores Estudiantes

Representacion Prim Sec Bach Sec Bach | Quim | Comp | Mat
(31) | (176) | (149) (220) | (471) | (50) (84) (42)

R1 19.4 30.1 24.8 19.1 35.7 20.0 9.5 7.1

R, 32.3 494 53.7 42.7 42.7 60 85.7 59.5

Rs 35.5 17.6 10.1 28.2 14.6 0.0 1.2 23.8

R4 3.2 0.6 1.3 2.3 4.7 12.0 24 4.8

Rs 9.7 2.3 4.0 7.8 2.5 0.0 0.0 0.0

Rs 0.0 0.0 6.0 0.0 0.0 8.0 1.2 4.8

Tabla 44
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07 o
— PROFESORES
60
A0
40 - ]
30 -
20 1
1I]_ —’_‘
0 M H—l—\ [
Ry | R ! Ry ! Rse ! Rs T R,
Formas de Represenlacian
|:| Primaria 176 |:| Secundaria 149 D Bachillerato
Gréfica 7
60 o
< — ESTUDIANTES
a0 —
a0 1 T
30 4
20
I] |_|_| 1 1 1 1 1 |_I_|_|
Ry | R, | Ry | Ry | R | R, |
Formas de Represenlacidn
20 [secundaria 471 ] Bachillerato EHDQui'mica ﬂ4|:|Cumputaciﬁn 42 [ Matemiticas

Gréfica 8

Comentarios sobre los resultados de las formas de representar los
procedimientos

. Al aumentar el nivel de escolaridad de los estudiantes es mas frecuente
encontrar que utilizan una sucesion de igualdades. La forma de representar
el procedimiento de resolucion no debe influir en los errores; sin embargo,
cuando el encuestado utiliza una sucesion de igualdades en fila incurre en
el error de escritura.

. En los profesores de primaria la forma de representacion con secuencias de
operaciones tiene el primer lugar en el uso.

. De los que utilizan la representacion retorica, los estudiantes de secundaria
y bachillerato lo hacen en mayor niamero.

. Larepresentacion expresada en forma de diagrama de &rbol se presenta en
mayor grado en estudiantes del nivel universitario.
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Observaciones sobre los procesos de resolucion

Las Tablas 45 y 46 y las Graficas 9 y 10 muestran realizaciones de los
profesores y estudiantes que no son errores: Corresponden a omisiones 0 USO
innecesario de simbolos especificos del lenguaje de la matematica. Se identifican
con S;y S,. No influyen en el procedimiento ni en la obtencion del resultado correcto;
sin embargo, son reglas sintacticas que deben observarse.

2+11x3—22x3:—4= ".1
S:: No se hace uso del signo de igualdad I+ 443 -4 %354
A+~
Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 67.7 | 25.6 | 14.0 % 2.3 | 10.0 0 16.7 | 38.0
Tabla 45

S,: Uso innecesario de paréntesis

2428 x3- 2 x 3+ a=04 (%) ((GV x2) 2 4)=
g+ (WX )={{4%2)Tu) = 2412=( 2=
24 2-3= 14 -5 = [I7]

Profesores | Prim | Sec | Bach Estudiantes | Sec | Bach | Quim | Comp | Mat
% 0 9.1 | 221 % 0.9 9.6 4.0 26.2 | 14.3
Tabla 46

Enla Tabla 47 y en las Gréficas 9 y 10 se describen los porcentajes de S;y S,.

Profesores Estudiantes

Observacioén Prim Sec Bach Sec Bach | Quim | Comp Mat

(31) | (176) | (149) (220) | (471) (50) (84) (42)

S 67.7 25.6 14.0 2.3 10.0 0 16.7 38.0
S, 0 9.1 22.1 0.9 9.6 4.0 26.2 14.3
Tabla 47
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70 4 “.f(l'l

60
50
40 -
30
20 |

10 -

PROFESORES

0

8

Ohservaciones sintacticas

31 L primaria 176 [ secundaria 149 L] Bachillerato

| Sz

Grafica 9

4D-%
30 4

10 |

ESTUDIANTES

51

Obhservaciones sintacticas

220 []secundaria 471 |:| Bachillerato 50 |:| Quimica 34 |:| Computacidn 42 |:| Matematicas

I S,

Grafica 10

Comentarios finales y conclusiones

Del diagnostico y andlisis de errores en la ensefianza de la matematica se
desprende que deben utilizarse en el tratamiento de multiples temas en el aula,
permiten al profesor incidir en aspectos didacticos y en el disefio curricular y
conducirlo a una competencia cada vez mas formal de los conceptos matematicos.
La posibilidad de utilizar los errores cometidos por los estudiantes y profesores en
clases de matemaéticas, en la organizacion de los contenidos, se justifica con lo

siguiente:

. Si el profesor conoce los errores mas frecuentes de los estudiantes, tiene
ocasion de preparar estrategias didacticas alternativas previas a la
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realizacion de la ensefianza para afrontar el aprendizaje de los contenidos
que presentan dificultades. Con base en los tipos de errores y en la
frecuencia de su incurrimiento, hay la posibilidad de contemplar acciones
para su prevencion en el aula

. Los errores representan un ambiente importante para que los profesores
realicen investigaciones sencillas, sobre contenidos matematicos
determinados. Estos aspectos se relacionan con temas propios de la
matematica escolar, no incluidos en el curriculo de la matematica oficial.
Permiten realizar actividades de busqueda de propiedades de los numeros
y de sus relaciones. Con base en estos descubrimientos, el profesor puede
disefiar problemas de investigacion adaptados al nivel de los alumnos.

. Los errores definen un contexto. Con el conocimiento matematico que
gravita alrededor del tema, que su aprendizaje produce errores en los
estudiantes, es posible construir un “islote” de contenidos matematicos:
establecer una estructura local de conocimiento. Existe la posibilidad de
estructurar ejes tematicos tomando en cuenta los tdpicos que ha sido
motivo de error y otros con los que éstos se relacionan. Son la base para el
disefio de actividades de aprendizaje y de materiales de apoyo. Un cuerpo
de conocimiento matematico asi estructurado conduce a un mayor nivel de
eficiencia en el aprendizaje y a preservar la presencia de errores en el
proceso de aprendizaje.

En la continuacion del presente trabajo se contempla lo siguiente:

. En una parte se estudia el diagnostico y el andlisis de errores en la
transformacion de las mismas expresiones numeéricas, empleando dos tipos
de calculadoras, una basica, de cuatro operaciones fundamentales y una
cientifica. En una sesion de trabajo se pidi6 a grupos de profesores de los
niveles secundaria, bachillerato y del nivel universitario que resolvieran el
ejercicio 7 con una calculadora del primer tipo. En otra sesion se realizé la
misma actividad con la segunda calculadora. En general, obtuvieron
resultados diferentes. Después, se les pidié que el resultado obtenido con la
primera calculadora lo obtuvieran con la segunda y, reciprocamente, que
llegaran con la primera al resultado encontrado con la segunda. En casi la
totalidad de casos tienen dificultades y no consiguen hacerlo correctamente.
Se analizo la informacion recabada. La calculadora es una herramienta util
en el tratamiento algoritmico, en los célculos y en la deteccion de errores.
Es posible realizar actividades matematicas con esa herramienta para
descubrir y afianzar algunas propiedades de los nimeros y sus relaciones.

. En otra parte del estudio, con profesores y estudiantes, se encontraron
curvas o regiones del plano, determinadas por un conjunto de parejas de
nameros reales, que verifican una relacion de dos variables, obtenida al
resolver en forma incorrecta una expresion numérica. Lo anterior permite
introducir el tema de variacion, a partir de relaciones geométricas en el
plano.

Tiene fundamental importancia el analisis de la problematica del incurrimiento

en errores en el aprendizaje de la matematica, enmarcado desde una perspectiva
social. Si las fuentes de error provienen del profesor, se trasmiten a los alumnos de
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la escuela elemental y se reproducen en toda la escolaridad. Lo anterior, de nuevo,
invita a reflexionar sobre las consecuencias sociales que, a futuro, representa la
reproduccién de errores, desde la ensefianza de la matematica elemental.

Desafortunadamente, estos errores inciden en la mayor parte de la poblacion
del pais; en particular, en aquel sector que se ha quedado con el menor nivel de
escolaridad, o que se encuentra en el estrato social de menor proteccién; no
obstante que, desde hace cuatro décadas, en nuestro pais, se ha instituido
oficialmente, y permanece en ejercicio, el estudio, desarrollo, investigacion y
formacién de recursos humanos en el &rea de matematica educativa.
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