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En este trabajo, enmarcado en la Teoria Antropolégica de lo
Didactico, realizamos un analisis y redisefio de un Recorrido de Estudio
e Investigacion (REI), experimentado en la formacion de profesores de
matematica, relacionado con la optimizacién en la construccién de
envases. De acuerdo con el analisis realizado hemos observado que,
Resumen | en algunos puntos del REI, resulté necesario revisar la planificacién de
las actividades desarrolladas durante las implementaciones, para
plantear con mayor precision las cuestiones a abordar, evitando asi
interpretaciones erroneas que generen desvios en el desarrollo de este.

Palabras clave: Teoria Antropoldgica de lo Didactico, Recorrido
de Estudio e Investigacion, Formacion de Profesores.

In this work, framed within the Anthropological Theory of
Didactics, we carried out an analysis and redesign of a Study and
Research Path (SRP), experienced in the training of mathematics
teachers, related to the optimization of the construction of containers.
According to the analysis carried out, we have observed that, in some
Abstract | points of the SRP, it was necessary to review the planning of the
activities developed during the implementations, in order to more
precisely raise the questions to be addressed, thus avoiding erroneous
interpretations that generate deviations in its development.

Keywords: Anthropological Theory of Didactics, Study and
Research Path, Teacher Training.

Neste trabalho, marcado na Teoria Antropolégica do Didatico,
realizamos uma analise e redesenhamento de um Percurso de Estudo
e Investigacao (REI), experimentado na formagao de professores de
matematica, relacionado a otimizagcdo na constru¢cdo de vasos. De
acordo com a andlise realizada, apresentamos que, em alguns pontos
Resumo | do REI, resultou necessario revisar o planejamento das atividades
desenvolvidas durante as implementagbes, para plantar com maior
precisdo as questdbes a abordar, evitando assim interpretacdes
errbneas que geraram desvios no desenvolvimento deste.

Palavras-chave: Teoria Antropolégica do Didatico,
Percurso de Estudo e Pesquisa, Formacéao de Professores.
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1. Introduccion

El trabajo que aqui presentamos se realiza en el marco de un proyecto de
investigacion en didactica de la matematica que se desarrolla en la Universidad
Nacional del Comahue (UNCo), y que tiene como finalidad realizar aportes al
problema de la formacion inicial de profesores de matematica. Para llevar a cabo la
investigacion, se tomé como referencial tedrico la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(en adelante TAD), que es una de las primeras corrientes didacticas que consideré
como objeto de estudio e investigacion todo el proceso que va desde la creacion y la
utilizacién del saber matematico hasta su transposiciéon a las instituciones docentes
(Chevallard et al., 1997, Chevallard 1999, 2013).

Desde la perspectiva de la TAD, la mayoria de los sistemas de ensefianza se
encuentran actualmente enmarcados en un paradigma pedagdgico al que Chevallard
(2013), denomina metaféricamente paradigma de “la visita de las obras”, o
‘monumentalismo”. En este paradigma se define el objetivo de la ensefanza a partir
de un conjunto de conocimientos que el docente presenta para que los estudiantes
los estudien. Estos conocimientos son presentados de forma fragmentada, como
monumentos que los estudiantes visitan y admiran con el profesor como guia, sin
permitirles cuestionar o entender su relevancia en contextos mas amplios. Esta vision
monumentalista de la ensefianza limita el papel activo del estudiante en el proceso
de aprendizaje y, el conocimiento oficial transmitido por la instituciéon escolar, en
general, es percibido por los estudiantes como poco util para comprender y abordar
problemas del mundo real.

La TAD aborda este paradigma desde otra Optica pedagogica mas amplia,
conocida como el "paradigma del cuestionamiento del mundo" (Barquero et al., 2022),
en el cual el objetivo de la educacion es el estudio de cuestiones abiertas y la
exploracion de conocimientos, de manera que los estudiantes puedan aplicarlos en
contextos reales, desarrollando un entendimiento mas profundo y funcional. En el
paradigma del cuestionamiento del mundo, las obras matematicas son importantes
en la medida en que contribuyen a elaborar respuestas a las cuestiones planteadas.

Las investigaciones enmarcadas en la TAD se centran en estudiar las
condiciones que facilitan la transicion del paradigma de la "visita de las obras" al del
"cuestionamiento del mundo", especialmente en el contexto de la ensefianza
universitaria y en la formacién de profesores (Barquero et al., 2021). El instrumento
clave para esta transicion es un dispositivo de ensefanza denominado Recorrido de
Estudio e Investigacion (REI) (Chevallard, 2013; Bosch, 2018).

Estos dispositivos didacticos se estan experimentando desde hace varios afos
en diversos sistemas de ensefianza, sin embargo, las investigaciones subrayan que
se evidencian dificultades en su desarrollo concreto en las instituciones y también en
su analisis en términos de investigacion didactica (Parra y Otero, 2018).

En cuanto a la formacioén de profesores, en la carrera Profesorado Universitario
en Matematica de la Universidad Nacional del Comahue (en adelante PUMAT) se
pueden caracterizar algunas cuestiones problematicas puntuales, tal como se plantea
en Olivero et al. (2020):

— Se observa que existe una ausencia casi total de un trabajo genuino de
modelizacion matematica.
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— Los egresados encuentran fuertes limitaciones para implementar la
modelizacion matematica como estrategia de ensefianza en el ambito de la
escuela secundaria.

— Existen pocos espacios curriculares en los cuales se permite a los futuros
profesores pensar y reflexionar sobre la necesidad de una educacion
emancipadora, tal como se plantea en los documentos oficiales y disefios
curriculares provinciales y nacionales.

Es por esto, que se cree necesario abordar la problematica de la incorporacion
de REI en la formacion de profesores. Por medio de este tipo de dispositivos
didacticos, utilizados en un espacio curricular de la carrera PUMAT denominado Taller
Actividad Matematica y Resolucion de Problemas, se busca abordar el estudio de la
modelizacién matematica en la formacion de profesores, y a la vez aportar al analisis
de las condiciones que facilitan la transicion del paradigma de la visita de las obras al
del cuestionamiento del mundo, especialmente en el caso de la ensefianza
universitaria.

Las implementaciones de los REI realizadas hasta el momento en el PUMAT,
han dado resultados satisfactorios (Olivero et al., 2020), no obstante, luego de revisar
las implementaciones del REI relacionado con la optimizacion de envases, y llevado
a cabo durante los afos 2016 y 2019, notamos la necesidad de realizar una
readecuacion a la propuesta.

2. La modelizacion matematica en la formacion de profesores

La TAD situa la actividad de modelizacién matematica (MM) en el corazén de la
actividad matematica. Uno de los primeros postulados de la TAD es la asuncién que
toda actividad matematica puede ser interpretada como una actividad de
modelizacién (Chevallard et al., 1997).

El enfoque de la MM que propone la TAD implica que la actividad de
modelizacién sea sindnimo de actividad matematica funcional, en contraposicién a
una actividad matematica meramente formal. Por lo tanto, desde esta perspectiva, la
modelizacidn matematica debe formar parte integrante de cualquier proceso de
estudio de las matematicas (Barquero, 2009).

La MM puede describirse en cuatro estadios sin que sean necesariamente una
sucesion temporal lineal entre ellos (Bolea, 2002), en forma sintética estos estadios
son:

1. Planteamiento de la situaciéon problema (extra-matematica o intra-
matematica) y delimitacioén de las cuestiones a estudiar.

2. Construccion del modelo matematico, determinacion de las variables,
planteamiento de hipdtesis, relaciones y formalizacion de dichas relaciones.

3. Trabajo con el modelo para dar respuesta a las cuestiones planteadas.
4. Interpretacion de los resultados y planteamiento de nuevas cuestiones.

Como ya hemos mencionado, desde la TAD se propone un dispositivo didactico
denominado Recorrido de Estudio e Investigacion (REI), que integra la razén de ser
de los saberes escolares en el corazén del proceso de estudio (Chevallard, 2007) y
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favorece el desarrollo de las condiciones que se requieren para hacer posible una
actividad matematica funcional (Ruiz-Munzén, 2010: Barquero, 2022).

La propuesta de un REI se centra en estructurar los procesos de ensefianza y
aprendizaje mediante la consideracion de cuestiones abiertas planteadas a los
estudiantes, quienes deben elaborar respuestas bajo la guia de uno o varios
profesores. Se inicia con una cuestion generatriz que orienta todo el estudio y genera
una ramificacion de cuestiones derivadas. Durante el proceso de elaboracién de
respuestas a estas cuestiones, surgen actividades de investigacion, como la
busqueda de informacion, la recopilacién de datos, la confrontacién de la informacién
obtenida y la produccidn de respuestas parciales; y actividades de estudio para
comprender la informacién recopilada, adquirir y movilizar nuevos conocimientos y
herramientas de analisis (Chevallard, 2013). Los REI integran el estudio de nuevos
conocimientos dentro del proceso de investigacion.

En el caso de la formacion del profesorado y teniendo en cuenta las necesidades
de formacién detectadas en los profesores para gestionar los REI experimentados, es
de fundamental importancia el disefio de Recorridos de Estudio e Investigacién para
la Formacion del Profesorado (REI-FP). (Ruiz-Olarria et al., 2019).

Alicia Ruiz-Olarria (2015) en su tesis doctoral describe estos dispositivos
didacticos que serviran para organizar las praxeologias matematicas por ensefar y
para la ensefanza, e integrar la formacion matematica y didactica del profesorado.

El desarrollo de un REI-FP se estructura en cinco modulos de trabajo, estos
modulos estan disefiados para proporcionar una formacion integral y practica,
preparando a los futuros profesores para enfrentar los desafios de la ensefianza con
una perspectiva reflexiva y adaptativa.

El mdédulo Mo comienza con una cuestion inicial relacionada con la problematica
de la profesion docente. En el médulo M1 el profesor en formacién experimenta un
REI desde la perspectiva de un estudiante. El médulo M2 se centra en el analisis
matematico-didactico del REI experimentado. En el mdédulo Ms el profesor en
formacion debe disefar un REI andlogo al que vivencié previamente, lo cual le
permitira no solo explicitar los criterios fundamentales que orientan su construccion,
sino también movilizar los conocimientos y técnicas trabajados en los modulos
anteriores. Finalmente, en el ultimo médulo (Ma) el profesor en formacién experimenta
el REI disefiado, en alguna institucion educativa. Esta experimentacion permite
analizar las dificultades y obstaculos encontrados en la practica, proporcionando
criterios para modificar y mejorar el disefio de cara a futuras implementaciones.

El taller Actividad Matematica y Resolucion de Problemas constituye el espacio
fisico y temporal dentro del disefio curricular del PUMAT, donde se hace efectiva la
realizacion de los modulos 1y 2 de una propuesta de REI-FP.

3. Redisefno de un Recorrido de Estudio e Investigacion en la Formacién de
Profesores

El espacio curricular Actividad Matematica y Resolucion de Problemas (AMRP)
del plan de estudio de la carrera Profesorado Universitario en Matematica, y fue
disefiado para la introduccidn, estudio e implementacion de la modelizacidon
matematica en la formacién de profesores. Se desarrolla durante 16 semanas,
mediante un encuentro semanal de 4 horas reloj, en el segundo cuatrimestre del
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segundo afo de la carrera, El objetivo principal de este espacio es realizar un proceso
de estudio sobre la propuesta de un REIl basado en una cuestion de interés
multidisciplinar.

Durante los afios 2016 y 2019 se experimento en este espacio curricular un REI
relacionado con la optimizacién en la construccion de envases, y en base a esas
implementaciones y su evaluacion, presentamos a continuacion una propuesta que
integra las experiencias y busca mejorar las distintas etapas del recorrido.

3.1. Acuerdos iniciales
Previo al inicio del REI, se realizaran ciertos acuerdos que guiaran el recorrido:

— Las actividades propuestas durante el desarrollo del taller se haran en grupos
de dos o tres integrantes.

— Los estudiantes tendran la libertad de elegir, en la primera sesion de trabajo,
como se conformaran los grupos, y éstos se mantendran estables durante
todo el cuatrimestre.

— En cada sesion de trabajo, cada grupo debera entregar un informe por escrito
con todo lo realizado en ese dia. El informe debera contener: cuestiones
abordadas en la sesion de trabajo, posibles vias de resolucion y conclusiones.

— Al inicio de cada sesién, uno de los grupos oficiara de “grupo secretario”
presentando un resumen de los avances y problemas que han quedado
plasmados en los informes entregados por cada grupo en la sesién anterior.

— La asistencia a clase sera obligatoria, y se permitira solo dos inasistencias
durante el cursado del taller.

— La acreditacion comprendera haber entregado grupalmente todos los
informes de avance, un examen escrito individual al finalizar el taller, y la
posibilidad de recuperar este examen.

3.2 Descripcion de las cuestiones y respuestas.

Inicialmente se les propondra a los estudiantes la lectura de un texto
suministrado por los docentes, donde se plantea la importancia del disefio de envases
y la necesidad de que el mismo se ajuste a las caracteristicas de los productos que
se desean envasar y requerimientos del mercado. Luego de esta lectura, se trabajara
en grupo para debatir y responder las siguientes cuestiones que estaran planteadas
en dicho texto:

¢ Qué tipo de envases conocemos y para qué se usan? ;Qué aspectos
hay que tener en cuenta al momento de elegir un envase para cierto producto?

A partir de las experiencias llevadas a cabo en los afios 2016 y 2019, se espera
obtener de los diferentes grupos respuestas que aborden aspectos multidisciplinarios
relacionados con la construccion de envases, con el tipo de producto, con el marketing
asociado, con el impacto ambiental causado por su fabricacién, con la logistica de
produccién, de almacenamiento y transporte.

Después de una puesta en comun en la que se analizara lo expresado por cada
uno de los grupos, los docentes formularan la siguiente cuestion:

¢ Qué aspectos de los planteados podrian abordarse desde la
matematica?

Si bien existen varios aspectos que pueden ser abordados desde la matematica,
de acuerdo con lo experimentado, es muy probable que una de las cuestiones a
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estudiar que surja para desarrollar el REI, se plantee en torno a la optimizacion del
material necesario para la construccidon de envases, por lo que proponemos la
siguiente cuestion generatriz:

Qo: ¢ Cuales son las dimensiones éptimas de un envase con cierto volumen
V, de forma tal que el costo de material empleado para su fabricacion sea
minimo?

Como metodologia propia de los REI, durante el trabajo grupal, y a partir de la
formulacién de Q,, surgiran numerosas preguntas que ayudaran a comprender y
delimitar la problematica a abordar, en particular, respecto al producto que se va a
envasar, al tipo de material que se va a utilizar para construir el envase, cuales son
las caracteristicas fisicas que tendra el envase, donde y cémo sera el
almacenamiento, qué tipo de tecnologia sera la mas adecuada para la fabricacion del
envase a bajo costo, cuanto material extra se necesita para realizar el cierre del
envase, etc.

Con el fin de dar una respuesta provisoria a la cuestion generatriz Q,, sera
importante delimitar el sistema a estudiar, por lo que sugerimos proponer las
siguientes hipotesis iniciales:

H1: El producto a envasar es un liquido.
Hz: El envase es una lata cilindrica.

Aparecera asi la necesidad de reformular la cuestion generatriz del siguiente
modo:

Q1: ¢ Qué dimensiones debe tener una lata cilindrica para contener un litro
de un determinado liquido de forma tal que el costo de material para fabricarla
sea minimo?

De acuerdo con la experiencia transitada en las dos implementaciones
anteriores del REI, pueden surgir varios modelos para responder a esta pregunta. Un
primer modelo se construira considerando una lata cilindrica de altura h, base circular
de radio r; y asumiendo para el volumen la equivalencia 1 litro = 1000 ¢m3. Este
primer modelo es el modelo clasico, en el cual no se considera ningun tipo de material
extra para el cierre de las latas, es decir, se asume una nueva hipotesis:

Hs: no se considera material extra para el cierre ni desperdicios en el corte.
Esta nueva hipétesis llevara a reformular la pregunta Q1 de la siguiente manera:

Q1.1: ¢ Qué dimensiones debe tener una lata cilindrica para contener un litro
de un determinado liquido de forma tal que el costo de material para fabricarla
sea minimo, sin considerar material extra para el cierre ni desperdicios en el
corte?

Para dar respuesta a Q1.1, los grupos podran plantear un esquema grafico (figura
1) y determinar que la cantidad de material necesario para construir la lata esta dada
por el area superficial del cilindro cerrado, esto es:

A =2nr? + 2nrh (1)
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Figura 1. Esquema grafico de la superficie de la lata. Fuente: Elaboracion propia

La funcion area en la ecuacion (1) depende de dos variables (radio y altura), sin
embargo, considerando que el volumen del cilindro es V = nr2h = 1000 cm3, es
posible expresarla como una funcion de una sola variable. De esta manera se obtiene
la siguiente expresion para el area del cilindro (en ¢m?) en funcién del radio:

A(r) = 2mr? + 22 (2)

Para determinar las dimensiones de la lata que optimicen la cantidad de material
necesario para su fabricacion, los grupos de estudiantes tendran que llevar a cabo
actividades exploratorias como: realizacién de procedimientos iterativos considerando
diferentes valores para el radio y la altura, aplicados a la ecuacién (1); utilizacién de
algun software educativo, como por ejemplo GeoGebra, para obtener el valor minimo
de la funcién area considerando la formula dada por la ecuacion (2); empleo de las
técnicas de optimizacion de funciones de una variable, considerando la expresion de
la misma ecuacion, o de funciones de dos variables, utilizando la ecuacion (1).

Luego de esta instancia, con el fin de dar una respuesta a la cuestion Q11 en
términos de una técnica generalizable, sera importante profundizar en la resolucion
del modelo. En general, dado que los estudiantes aun no tienen conocimiento de
funciones de dos variables, y por la simplicidad de las ecuaciones, esto se realiza
utilizando las técnicas de optimizacion del célculo diferencial para funciones de una
variable real.

En afos anteriores, durante el desarrollo del REI, en esta misma etapa surgieron
dificultades a la hora de justificar la existencia de un minimo absoluto para la funcion
area. A continuacion, se muestra uno de los informes presentados por un grupo de
estudiantes que participaron del taller desarrollado en el afio 2019:
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Figura 2: Informe presentado por un grupo de estudiantes.

Como se observa en la figura 2, hay errores que refieren a la justificacion formal
de la existencia de un minimo absoluto en el punto critico hallado. Es por esto que,
para continuar con el desarrollo del REI, se propone dedicar una sesién del recorrido
para trabajar en el estudio de maximos y minimos absolutos de funciones de una
variable real, lo que se denomina en la TAD, dialéctica “entrar y salir del tema”. (Parra
y Otero, 2017)

Otra cuestion para destacar es que en la busqueda de la respuesta a Q1.1 se

: 3[500 e , . :
obtiene r = — que es una expresion irracional, y por tal motivo, sera necesario
establecer acuerdos sobre el criterio de aproximacion de cifras decimales (redondeo
o truncamiento), y el numero de cifras decimales a considerar. Una posible respuesta
a Q1.1 , considerando redondeo con dos cifras decimales es:

Ri1: r = 542cm, h = 10,84 cm

A partir de estos resultados, se puede observar que, para una lata de capacidad
igual a un litro, la altura coincide con el doble del radio, es decir h = 2r. Se espera
que surja entre los estudiantes la inquietud de verificar si la misma relacion se
mantiene para distintos volumenes, por lo que proponemos que los docentes avancen
en la generalizacién de este resultado a partir de la siguiente cuestion:

Q1.1v: ¢Qué dimensiones debe tener la lata cilindrica de volumen V de
forma tal que el costo de material para fabricarla sea minimo, sin considerar
material extra para el cierre ni desperdicios en el corte?
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Usando herramientas del calculo diferencial se obtiene la siguiente respuesta a

la cuestion Q1.1v:
3|V
Riv:r = ’— , h=2r
2T

A continuacion, mostramos lo desarrollado por uno de los grupos que
participaron del taller en el ano 2016:
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Figura 3: Informe presentado por un grupo de estudiantes

Como se observa en la figura 3, luego de obtener la férmula del area de una lata
de volumen V en funcién del radio r, los estudiantes buscaron el punto critico de la
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. . . . . . . i 3|V
funcién y aplicaron el criterio de la derivada segunda para justificar que en r = /5

se obtiene un minimo absoluto. Cabe destacar que este procedimiento esta
incompleto ya que con este criterio solo se asegura la existencia de un minimo
relativo.

A continuacién, los docentes propondran a los grupos que midan las
dimensiones de diferentes tipos de latas reales (latas de pintura, de durazno al
natural, de choclo, etc.) para que comprueben si se verifica la relacion h = 2r. Lo que
observaran es que en general las dimensiones de la altura y el radio no cumplen con
la relacién obtenida, por lo que se propondra pensar: épor qué en las dimensiones
de las latas “reales” no se cumple que h = 2r?.

Las conjeturas que emergieron, a partir de esta pregunta, durante el desarrollo
de los dos talleres llevados a cabo en los afos anteriores fueron:

v Porque no se tuvo en cuenta el desperdicio de material.
v/ Porque no se tuvo en cuenta el material necesario para cerrar la lata.
v Porque no se tuvo en cuenta el espacio requerido para su almacenamiento.

En base a estas conjeturas, se espera continuar el desarrollo del REI a partir de
la pregunta:

¢ Qué hipétesis podemos plantear y qué nueva cuestion podemos formular
para que la respuesta obtenida se acerque mas a la realidad?

Proponemos en esta instancia que los estudiantes busquen informacion en
internet respecto a como se fabrican las latas, cual es el material para elaborarlas, en
qué formato se vende ese material, etc.

Para delimitar el problema, se puede considerar que la materia prima para la
construccion de estos envases viene dispuesta en dos tipos de placas rectangulares
de “dimensiones ideales” de manera que, para el recorte de las superficies laterales
de los envases cilindricos no exista desperdicio, mientras que para el recorte de las
tapas, el desperdicio sea el que queda al recortar las mismas a partir de cuadrados
de lado 2r (Ver figura 4), esto conducira a formular una nueva hipotesis Ha4, que
reemplazara a Hs.

Hs4: Para el calculo de las dimensiones de la lata se considera el
desperdicio de material que surge al realizar los cortes para las tapas.

Figura 4. Esquema grafico del corte de material. Fuente: Elaboracion propia

A partir de esta nueva hipotesis se reformula la cuestion a estudiar de la
siguiente manera:
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Q1.2: {Qué dimensiones debe tener una lata cilindrica para contener 1 litro
de un determinado liquido de forma tal que el costo de material para fabricarla
sea minimo, considerando el desperdicio de material que surge solamente al
realizar los cortes de las tapas?

Para responder a esta pregunta se construye un segundo modelo para el cual
el area total a minimizar (en cm?) es

A(r) =8r2 + 22 (3)

A continuacién, mostramos lo desarrollado por uno de los grupos participantes
del taller:

A = bxh + 2><4T2

Sabiendo que: V = h.mr- = h = 22  considerando V = 1000 cm’

mr
b = 2nr

lDE'_E + 8r = QEIf'IJ + 8r°

Entonces A—. = 2mr.

mr

Como el dominio de 4_ = B, la funcién es continua y derivable en todo su
I
dominio.

Luego, derivamos e igualamos a cero, buscando los puntos criticos.

A ="+ 16r =

—2000

+ 16r =0

Los puntos son =0y r=5, pero como r=0 no pertenece al dominio de la funcidn
lo descartamos y nos quedamos solo con el r=5

Ahora derivamos otra vez y la evaluamos en r=5 para ver si €5 un maximo o
minimo absoluto.

4000

r

A= + 164 "(5) = 48

Como A_"(5) > 0 podemos asegurar gque &5 un minimo absoluto.

Sabiendo gue r = 5 lo reemplazamos en la siguiente ecuacidn y obtenemos la
altura,

ho=- o 0 a0 73

nr T2

2545

Entonces |a relacion entre la altura y el radio es, h=2,546r 0 r=

Figura 5: Informe presentado por uno de los grupos
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Finalmente, utilizando las técnicas de optimizacion del calculo diferencial para
funciones en una variable, se obtiene como respuesta a Q1.2:

Ri2:r=5cm ,h=~12,73cm .

Este modelo se puede generalizar para un volumen V cualquiera, lo que conduce
a la redaccion de una nueva cuestion:

Q1.2v: ¢Qué dimensiones debe tener la lata cilindrica de volumen V de
forma tal que el costo de material para fabricarla sea minimo, considerando el
desperdicio de material que surge solamente al realizar los cortes de las tapas?

Mediante un analisis similar al realizado para la respuesta a Q1.1v, se obtiene la
respuesta a Q1.2v:

3
7 8
Riavi r=—, h=-r
2 T

Como se observa en la respuesta a Q1.2v, la relacion entre h y r ha cambiado al
considerar la nueva hipoétesis Ha.

A continuacion, se muestra lo desarrollado por uno de los grupos que realizo el
taller:

-

Figura 6: Informe presentado por uno de los grupos

A partir de indagar en internet como es el cierre de las latas de diferentes
productos, se espera que en los grupos surja la propuesta de considerar material extra
para el cierre de las tapas. La figura 7 muestra el mecanismo de doble cierre utilizado
en las latas herméticas. Este sistema consiste en un plegado controlado del borde de
la tapa y del cuerpo de la lata, que se enrollan juntos mediante una operacion
mecanica para formar un sello hermético. El proceso genera una regién curva, que
requiere una cierta superficie adicional de material tanto en la tapa como en el cuerpo
de la lata, lo que implica que el radio efectivo de la tapa no coincide con el radio
exterior visible, ya que parte del material se utiliza en el cierre. Esta consideracién es
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clave en este problema de optimizacién, ya que afecta directamente al calculo de las
superficies y volumenes involucrados.

Figura 7: Mecanismo de doble cierre de una lata hermética.

En las ediciones del taller llevadas a cabo anteriormente, se hizo necesario en
esta instancia discutir sobre la cantidad de material extra que se agregaria. Se
considerd que el material extra seria un anillo circular de radio €. (Ver figura 8)

A partir de esto, los docentes podran proponer una nueva hipotesis,
considerando que el cierre en ambas tapas se realizara de la misma manera:

Hs: Para el calculo de las dimensiones de la lata se considera el
desperdicio de material que surge al realizar los cortes para las tapas y el
material extra para el cierre de estas.

Esta hipotesis posibilitara el planteo de una nueva cuestion a estudiar:

Q1.3: ¢ Qué dimensiones debe tener la lata cilindrica para contener 1 litro de
un determinado liquido de forma tal que el costo de material para fabricarla sea
minimo, considerando el desperdicio de material que surge al realizar los cortes
para las tapas y el material extra para el cierre de estas?

Para responder a esta pregunta se construye un tercer modelo para el cual el
area total a minimizar (en cm?) es:

2000

A(r) =8(r+¢&)? + (4)

En la figura 8 se muestran las dimensiones consideradas para elaborar el
modelo anterior:

2nr

2(r +&)

Figura 8. Esquema grafico del corte de material y sus dimensiones. Fuente: Elaboracion
propia
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El valor de ¢ variara segun el material y el tipo de cierre como se especifica por
ejemplo en la pagina web Mundolatas.com (https://mundolatas.com/). A modo de
ejemplo, en los talleres desarrollados se considerd un valor de € = 0,24 cm vy se llegd
a dar como respuesta a Q1.3 la siguiente:

Ris:r=492cm yh=13,15cm

Cabe destacar que la resolucion de la ecuacién (4) que se obtiene para hallar
los puntos criticos de la funcién area no es trivial. En las instancias llevadas a cabo
para su resolucion, algunos grupos utilizaron GeoGebra y otros transformaron la
ecuacion en una ecuacion cubica ayudandose de una calculadora cientifica que
resuelve ecuaciones cubicas.

A continuacion, se muestra lo desarrollado por uno de los grupos:

€ = 2.40
- > e - WA, A }U:’(— o Conld

= o / g \ . : s wa
A v %J/L' + B WCot ) (L_ = Cp 24 G Date dadis
LQad Ola S

o ;A
r= Qo + Br + \Cc ¢ pg
M. 0000 t Br + 2,84 + 0, 4pcl
Blc)--200c ylel r3;84 -0

UhlU tend e G Codec leomos
=~ 4,82

h = 1000 =~ |28

o (y,92)*

Figura 9: Informe presentado por uno de los grupos

Se podria pensar en generalizar este modelo para un volumen V cualquiera,
planteando a los estudiantes la siguiente cuestion:

Q1.3v: ¢Qué dimensiones debe tener la lata cilindrica de volumen V de
forma tal que el costo de material para fabricarla sea minimo, considerando el
material extra para el cierre de las tapas y el desperdicio de material que surge
al realizar los cortes para las tapas?

Para determinar el modelo se puede utilizar la figura 8, en este caso se obtiene
que el area a minimizar es:
A() =8(r+¢&)? + Z (9)

T

y al derivar e igualar a cero para buscar puntos criticos se obtiene la ecuacion:

2V
A(r)y=16(r+¢) — 7
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que se resuelve en forma algebraica transformandola en una ecuacion polinomica de

grado 3:

1613 + 16er?2 =2V =0

Para resolver esta ecuaciéon cubica, en la que V es un parametro, es necesario
poner en juego cuestiones matematicas no triviales. Cabe destacar que, en las
implementaciones del REI de los aios 2016 y 2019, no se abordo esta cuestion.

Para finalizar el recorrido se propondra que entre todos los grupos se construya
un cuadro comparativo, que dé cuenta de las cuestiones abordadas y las respuestas
obtenidas segun los modelos planteados. Un posible cuadro se muestra en la Tabla

1.
V=1 Litro r h h/r A(n)
LATA REAL 5.25cm 13 cm 2A7 601,7 cm?
Q,(H,-H,-H,) 5.42 cm 10,84 cm 2 553,58 cm’
Qu(H,-H,HY) 5cm 1273cm | 254 574 e’
Qu3(H;-H;-Hs) (e=024) 4.92 cm 13.15cm 2,67 619.51 cm?

Tabla 1. Cuadro comparativo de las distintas respuestas obtenidas.

A continuacién, compartimos un esquema que resume las hipétesis y cuestiones

que se abordan en el REI propuesto.

UNIEN
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Q,.éCudles son las dimensiones dptimas
de un envase con cierto volumen V, de
forma tal gue ef costo de material
empleado para su fabricacion sea

minima?

Hy H; Hy Hs

Q;: ¢ Qué dimensiones debe tener una
lata prismdtica de base cuadroda para
contener 1 litro de un determinodo

Qy: ¢ Qué dimensiones debe tener ung
lata cilindrica para contener 1 litro de un
determinado liquide de forma tal que el

costo de material para fabricaria sea

minimao?

liguide de forma tal que el costo de
material para fabricaria sea minimo,
considerando el material extra para el
cierre de las tapas?

H; H-‘ HS

@, - é Qué dimensiones debe tener ung
lata cilindrica para contener 1 litro de un
determinado liguido de forma tal que el
costo de material para fobricarlo sea
minimo, sin considerar material extra
para el cierre ni desperdicios en el corte?

Q, - é Qué dimensiones debe tener una
lata cilindrica para contener 1 litro de un
determinada liquido de forma tal que el

costo de material para fobricarla sea
minima, considerande el desperdicio de
muateriol gue surge solamente ol realizor
los cortes de las topas?

4, ;- ¢ Que dimensiones debe tener Ia lata
cilindrica para contener 1 litro de un
determinade liguide de forma tal que el
costo de materiol para fobricaria sea
minima, considerando el desperdicio de
muateriol que surge al realizar los cortes
para las tapas ¥ el moterial extra para ef
cierre de estas?

@, ;7 éQué dimensiones debe tener la
lata cilindrica de volumen V de forma tal
que el costo de material para fabricarla
seq minime, sin considerar material extra

Q, ;7 ¢ Qué dimensiones debe tener lo
lata cilindrica de volumen V de forma tal
que el costo de materiol para fobricaria
sea minimo, considerando el desperdicio

Q, ;.7 ¢ Qué dimensiones debe tener lo
lata cilindrica de volumen V de forma tal
gue el costo de materiol para fabricarla
sea minimo, considerando el material
extra para el cierre de las tapas y el

de material gue surge solamente al

N . - 2
para el cierre ni desperdicios en el corte? realizar los cortes de las tapas?

desperdicio de materiol que surge al
realizar los cortes para los tapas?

H,: El producto a envasar es un liquido.

H;: El envase es una lata cilindrica.

Ha: Mo se considera material extra para el cierre ni desperdicios en el corte.

Ha: Para el calculo de las dimensiones de |a lata se considera el desperdicio de material que surge al realizar los cortes para las tapas.

Hs: Para el célculo de las dimensiones de |a lata se considera el desperdicio de material que surge al realizar los cortes para las tapas y el material
extra para el cierre de estas.

Figura 10. Esquema del REI
4. Aspectos a destacar en la implementacion del REI

Durante el desarrollo de un REI, se pueden observar sistematicamente algunas
caracteristicas propias de la implementacion de estos dispositivos didacticos, las que
describiremos a continuacion:

La limitacion de las técnicas conocidas

Mediante el desarrollo del REI los estudiantes pueden poner a prueba las
técnicas de optimizacion para funciones de una variable real que han estudiado en el
trayecto de la carrera. El recorrido permite que surjan elementos tecnoldgicos-teéricos
para justificar dichas técnicas, pues el contrato didactico establece que cada
respuesta a las cuestiones planteadas sea acompafiada por su justificacién. Por
ejemplo, la dificultad que surge para dar una respuesta a la cuestiéon Q1.3, en la que
se tienen que determinar las raices de una ecuacién cubica, propiciara, como sucedio
en experiencias anteriores, que el grupo de estudiantes proponga el uso de las TIC
para resolver la ecuacion. El desafio que tienen frente a si sera como justificar que
los valores encontrados son extremos absolutos y asi responder a la cuestidon
planteada.

La emergencia de mas de una técnica para dar respuesta al problema de
optimizacion
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Los estudiantes que cursan el taller en general tienen trayectorias académicas
diferentes, esto puede dificultar el proceso de articulacion en el trabajo grupal, sin
embargo, esta realidad da la posibilidad de que durante el desarrollo del REIl emerjan
distintas técnicas para dar respuesta a las cuestiones planteadas, haciendo necesaria
su justificacion, estableciendo criterios de seleccion de las mismas, pensando en su
fiabilidad, economia, pertinencia, entre otros aspectos.

Para dar respuesta a las cuestiones planteadas en este REI, es posible que
alguno de los grupos utilice técnicas de optimizacién para funciones en dos variables.
Por ejemplo, en una de las experiencias anteriores uno de los grupos propuso usar la
técnica de Multiplicadores de Lagrange para dar respuesta a Q1.1v.

La ventaja de utilizar TIC

La utilizacion de herramientas tecnolégicas disponibles (entre ellas GeoGebra)
es muy importante para realizar los analisis correspondientes y asi obtener
conclusiones durante el recorrido. Asimismo, es importante destacar que la decision
sobre la eleccion de las herramientas a utilizar debe quedar bajo la responsabilidad
de cada grupo. Esto habilita a un nuevo reparto de responsabilidades entre el
estudiante y el profesor, y contribuye a la formacién de los futuros profesores.

La riqueza de la evaluacion como parte del proceso de estudio

La modalidad de trabajo en este tipo de dispositivos demanda el disefio e
implementacién de instrumentos de evaluacion y acreditacion que evidencian nuevas
modalidades de estudio y permiten hacer un verdadero diagnostico del proceso de
estudio individual y grupal, en su totalidad. Se piensa en instrumentos de evaluacién
que den cuenta de:

— La autonomia y responsabilidad del trabajo de los estudiantes. A través de
una evaluacién continua del proceso de estudio, junto con una evaluacion
final destinada a la acreditacion, ambas de caracter escrito e individual, y con
la posibilidad de utilizar todo el material generado a lo largo del curso
(apuntes, informes, entre otros), se puede determinar el nivel de progreso de
cada estudiante.

— La riqueza del trabajo en grupo. La entrega de informes al finalizar cada
sesion de trabajo y la realizacion de una exposicidn grupal como grupo
secretario, permite evaluar la dinamica de trabajo de los grupos, como asi
también los logros semanales de cada uno.

— La completitud del proceso de modelizacion. La exposicién grupal sobre el
modelo construido y la necesidad de justificar sus decisiones y resultados, y
ademas comunicarlos, permite evaluar la totalidad de un proceso de
modelizacidn en cada uno de los grupos.

Pérdida de la ilusiéon de control

En las modalidades de clases tedricas y practicas comunmente utilizadas en la
universidad, se genera una falsa ilusion de control sobre lo que los estudiantes son
capaces de hacer o no. La creencia de los docentes de que, a partir de las
explicaciones teodricas y la posterior ejercitacion practica, bastan para asegurar el
éxito en la resolucion de problemas queda refutada a diario en las aulas.

La implementacion de los REI permite romper con esta ilusion de control, dado
que el avance en el proceso de estudio depende totalmente de la produccion
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matematica de los estudiantes. Es importante mencionar que, ante la imposibilidad
de avanzar de los estudiantes, se generan fuertes sentimientos de ansiedad en los
profesores que no estan acostumbrados a lidiar con la incertidumbre y los tiempos
reales que se necesitan para llevar a cabo el momento del primer encuentro y el
momento exploratorio dentro de un REI, a fin de construir las técnicas y respuestas
necesarias.

5. Conclusiones

La implementacién de Recorridos de Estudio e Investigacién (REI) es muy
importante en la formacién de profesores. Estos recorridos son metodologias que
permiten a los futuros docentes profundizar en los procesos de ensefianza y
aprendizaje a través de la investigacion, la reflexidn critica y la practica.

A continuacion, se presentan algunas ventajas clave de los REI en la formacion
de profesores:

Aprendizaje activo: Los REI facilitan un marco de aprendizaje en el que los
futuros docentes asumen un papel activo en su proceso formativo. Al involucrarse en
la indagacion y la exploracion de temas de relevancia educativa, estos futuros
profesores no solo construyen conocimientos, sino que también desarrollan
habilidades pedagdgicas criticas a través del dialogo, la reflexién y la interaccion con
diversos saberes.

Desarrollo de competencias investigativas: A través de la investigacion que se
lleva a cabo en un REI, los docentes en formacién aprenden a formular preguntas,
recolectar y analizar datos, lo que les ayuda a desarrollar habilidades criticas que
podran aplicar en su carrera profesional.

Reflexion sobre la practica: Los recorridos fomentan la reflexidn critica sobre la
ensenanza y el aprendizaje, permitiendo a los futuros profesores evaluar y mejorar
sus propias practicas educativas.

Colaboracion y aprendizaje entre pares: Los recorridos suelen implicar trabajo
en grupo, lo que fomenta la colaboracion y el aprendizaje mutuo entre los futuros
docentes, creando un ambiente de apoyo y desarrollo profesional.

Preparacion para desafios educativos: Al involucrarse en investigacion y estudio
critico, los futuros profesores estan mejor preparados para abordar los desafios
contemporaneos en la educacion, incluyendo la diversidad, la inclusién y el uso de
tecnologias.

El disefio y la implementacion de un REI es un trabajo muy arduo, pero sin duda
genera aportes significativos al paradigma del cuestionamiento del mundo. No
obstante, es muy importante destacar que luego de la implementacién de un REI, se
hace necesario revisar la planificacion de las actividades desarrolladas con el objetivo
de plantear con mayor precision las cuestiones a abordar, tal como lo hemos realizado
en este trabajo, y de esta manera evitar interpretaciones erroneas que pudieran
generar desvios significativos en el desarrollo.

En sintesis, aunque la creacion y ejecucion de un REI requiere de un esfuerzo
considerable, su impacto en la formacion de estudiantes criticos y reflexivos es
invaluable. Estas experiencias no solo transforman el aprendizaje individual, sino que
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también influyen en la manera en que los futuros profesores se comprometen con
todo el proceso de la ensefianza de la matematica.
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