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Este trabajo presenta el analisis a priori de un Recorrido de Estudio e
Investigacion (REI) centrado en la administracion de un kiosco escolar,
como dispositivo didactico para resignificar la ensefianza del algebra en
la escuela secundaria. Se construye un Modelo Praxeoldgico de
Referencia que articula diversas organizaciones matematicas
vinculadas con la modelizacion lineal y racional, el uso de variables y
parametros y la interpretacion grafica mediante herramientas digitales.
El estudio avanza en tres etapas: generacion de modelos algebraicos,
andlisis del uso de los parametros y transformacién de modelos. Se
evidencia como el REI permitiria restituir el sentido a la ensefianza del
algebra escolar.

Palabras clave: REI, algebra escolar, modelizacién, TAD

Resumen

This work presents the a priori analysis of a Study and Research Path
(SRP) focused on the administration of a school kiosk, as a didactic
device to resignify the teaching of algebra in secondary school. A
Praxeological Reference Model is constructed that articulates various
mathematical organizations related to linear and rational modeling, the
Abstract use of variables and parameters and graphical interpretation through
digital tools. The study proceeds in three stages: algebraic model
generation, parameter use analysis and model transformation. It is
evident how the SRP would allow to restore meaning to the teaching of
school algebra.

Keywords: SRP, school algebra, modelling.

Este trabalho apresenta a andlise a priori de um Percurso de Estudo e
Pesquisa (PEP) focado na administracdo de um quiosque escolar, como
dispositivo didatico para ressignificar o ensino da &lgebra no ensino
médio. Se constr6i um Modelo Praxeolégico de Referéncia que articula
diversas organizagbes mateméticas ligadas a modelagem linear e
racional, o uso de variaveis e parametros e a interpretacdo grafica
através de ferramentas digitais. O estudo avanca em trés etapas:
geracdo de modelos algébricos, analise do uso dos parametros e

Resumo
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transformac&o de modelos. Evidencia-se como o PEP permitiria restituir
sentido ao ensino da algebra escolar.
Palavras-chave: PEP, &lgebra escolar, modelagem, TAD

1. Introduccidén

En el contexto educativo actual, la ensefianza de las matematicas y en particular
del algebra, enfrenta una profunda crisis de sentido, evidenciada en los altos niveles
de fracaso escolar, el desinterés estudiantil y la fragmentacién del conocimiento. Este
fendmeno se relaciona con un paradigma de ensefianza dominante, que presenta el
saber matematico como un cuerpo cerrado y acabado, accesible Unicamente
mediante la reproduccion mecénica de definiciones, férmulas y algoritmos. Dicho
paradigma, es denominado monumental (Chevallard, 2004) o de visita a las obras,
porque el saber se estudia “per se” o por razones de utilidad trascendente en lugar de
inherente  (Chevallard, 2017; Kim, 2015) sin problematizacion alguna.
Particularmente, en la ensefianza del algebra, los primeros aprendizajes se inscriben
en una logica formal y procedimental, derivada de la aritmética, que reduce el uso de
letras a meros sustitutos de niUmeros en ecuaciones con unica solucion o en formulas
sin utilidad aparente. En consecuencia, los estudiantes transitan por la matematica
escolar como si se tratara de un saber ajeno y descontextualizado.

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) propone una transformacion del
modelo de ensefianza predominante orientada por el estudio de cuestiones del mundo
(Chevallard, 2013). Los Recorridos de Estudio e Investigacion (REI) son los
dispositivos que mejor se adaptan al paradigma del cuestionamiento, ya que permiten
resignificar los saberes escolares a través de la investigacion y el estudio colectivo de
preguntas genuinas, que habilitan el encuentro funcional con organizaciones
matematicas (OM) relevantes dentro del disefio curricular.

Este trabajo se sitla en el marco de la escuela secundaria argentina y aborda el
problema de como ensefar algebra de manera que recupere su sentido como
herramienta de modelizaciébn y andlisis de situaciones reales. Se parte de la
posibilidad de disefiar e implementar un RElI que permita a los estudiantes
involucrarse en la construccién de saberes algebraicos a partir del tratamiento de un
problema que para ellos es relevante y pletérico de cuestiones como la administracion
de un kiosco escolar.

Se plantea entonces un problema doble: por un lado, el desfasaje entre el saber
algebraico ensefiado y su funcionalidad en contextos relativamente reales, y por otro,
la dificultad para que los estudiantes integren las nociones: variables, parametros,
ecuaciones y funciones.

2. Objetivo general

Explorar las condiciones de posibilidad para una ensefianza del algebra
orientada a la modelizacion en la escuela secundaria, a través del analisis a priori de
un Recorrido de Estudio e Investigacion (REI) relacionado con la administracion de
un kiosco escolar.
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2.1 Objetivos especificos:

a) Construir y describir un Modelo Praxeolégico de Referencia (MPR) que
permita articular diversas OM del &lgebra escolar en torno a una pregunta generatriz.

b) Analizar cdmo la progresion del REI conduce a la construccion de modelos
algebraicos con variables y pardmetros relevantes para el sistema.

c) Estudiar las transformaciones de los modelos algebraicos, a partir de la
variacion de parametros y el analisis gréfico, integrando herramientas digitales.

d) Evaluar el potencial didactico del REI para resignificar el saber algebraico y
favorecer un vinculo significativo entre los estudiantes y la matemética.

3. Preguntas de investigacion

1. ¢Es posible disefiar un REI que permita el encuentro con OM del algebra
escolar a partir de una situacion relevante para los estudiantes?

2. ¢,Qué modelos algebraicos pueden generarse a partir del estudio de la
pregunta generatriz: ¢Como administrar el kiosco de la escuela para obtener
ganancias?

3. ¢,Como incide la variacion de parametros en los modelos construidos y qué
efectos produce sobre la interpretacidon matematica de la situaciéon?

4. ¢ Qué nuevas OM emergen al transformar el modelo de ganancia en funcion
de metas especificas?

5. ¢Qué aportes realiza este REI al desarrollo de una ensefianza del algebra
basada en la modelizacion y el cuestionamiento?

4. Marco tedrico

El trabajo se enmarca en la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD)
(Chevallard 1991, 1999, 2004) que permite analizar el saber escolar como resultado
de précticas institucionales. La TAD asume que todo saber ensefiado es el producto
de un proceso de transposicion didactica, mediante el cual el saber académico se
transforma en saber escolar, que modifica para bien o para mal, su funcionalidad y
sentido original.

Uno de los fendmenos centrales estudiados por la TAD es la monumentalizacion
del saber, que consiste en presentar los saberes escolares como valiosos por si
mismos, cerrados, inmodificables y desprovistos de problematizacion. Este fenomeno
es particularmente notorio en la enseflanza del é&lgebra escolar, donde los
denominados contenidos del programa, fragmentan y descontextualizan el saber, con
escasa relacion con situaciones de interés para los estudiantes (Bosch & Gascoén,
2005; Otero et. al 2014).

Frente a esta situacién, la TAD propone un cambio de paradigma didactico, que
implica reemplazar el modelo dominante por un modelo orientado a la pregunta, la
investigacion y la produccion de saberes. En esta linea se sitian los Recorridos de
Estudio e Investigacion (REI) (Chevallard, 2013; Chevallard & Bosch, 2014),
dispositivos didacticos disefiados para reintegrar el saber en la vida y devolverle su
funcionalidad.
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Los REI suponen una ruptura con la secuencia tradicional de contenidos y
permiten introducir modelizacibn matematica contextualizada. En lugar de presentar
conceptos aislados, se estudian organizaciones matematicas (OM) en contextos
donde dichos saberes emergen como necesarios para resolver un problema. Esta
perspectiva se complementa con el uso de planillas de célculo y software como
GeoGebra, que amplian el repertorio técnico y representacional del estudiante (Otero,
2021).

El Modelo Praxeolégico de Referencia (MPR) permite identificar las OM
involucradas en un REI, anticipar su tratamiento en el aula y prever algunos caminos
posibles de investigacion y estudio.

5. El REI

Se ha disefiado un REI que parte de la pregunta generatriz: ;,Como administrar
el kiosco de la escuela para obtener ganancias? Esta cuestion tiene una doble
funcién: por un lado, instala una situacion cercana a los intereses de los estudiantes;
por otro, permite movilizar una variedad de OM presentes en el curriculo del nivel
secundario, particularmente aquellas vinculadas a la modelizacion algebraica.

Este REI habilita la formulacion de ecuaciones, funciones, inecuaciones,
graficos, analisis de pardmetros y la toma de decisiones. Asi, el conocimiento se
articula con précticas sociales, y los modelos se transforman en herramientas para
pensar, anticipar y justificar acciones. Ademas, el uso de planillas de calculo y
GeoGebra contribuye a profundizar el vinculo entre las representaciones algebraicas
y gréficas, facilitando la comprensién del comportamiento de los modelos y habilitando
simulaciones dinamicas del sistema kiosco. En suma, este REI permite desarrollar
una ensefianza del algebra situada, funcional y reflexiva, que reconstruye la relacién
entre los estudiantes y el saber matematico escolar.

5.1 Modelo Praxeoldgico de Referencia

La cuestion generatriz Qo: ¢Como administrar el kiosco de la escuela para
obtener ganancias? genera numerosas y diversas cuestiones derivadas Qi. De aqui
surge un arbol de preguntas, que pueden conducir al encuentro o reencuentro con
diferentes OM del curriculum de la escuela secundaria. La administracion del kiosco,
requiere cuestionarse sobre los productos a comercializar, sobre qué y a qué costo
comprar, vender, y cuanto se puede ganar con el nhegocio.

Inicialmente, se propone una lista de posibles productos A4,,4,,...,4, que
integraran el stock del kiosco. Los productos tienen un costo o “precio de compra” y,
ademas, en algunos casos, suponen un gasto adicional como puede ser el “envio”.
Algunos se compran y venden por unidad y otros a granel. A continuacién, se analiza
y desarrolla el MPR vinculado a la pregunta generatriz:

[Qo: ¢, Como administrar el kiosco de la escuela para obtener ganancias? ]

Este andlisis se realiza en tres partes que se corresponden con las etapas de
modelizacion algebraica que el REI permite identificar (Laplace, Otero y Llanos,
2024).
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5.1.1Primera parte: Etapa de generacion de modelos algebraicos

Esta etapa de modelizacion algebraica se denomina E1: Generacion de modelos
algebraicos. Se generan modelos relacionados con férmulas, ecuaciones e
inecuaciones lineales en dos variables con parametros explicitos. A su vez se
distingue qué pardmetros se caracterizan ocasionalmente como variables; se
analizan las relaciones entre las variables y se identifican los valores conocidos del
sistema kiosco como parametros especificos.

En el esquema de la Figura 1 se sintetizan las preguntas que se tratan junto a
las OM que se podrian estudiar en la primera etapa del REI.

Qy: éC6mo administrar el kiosco de la escuela para obtener ganancias?

s eI T R Dt o ARt & :
1} Q,,: éQué cantidad de cada producto se podria i ORp: PLANILLA )

i H ; 1
I comprar si se dispone de un monto fijo de dinero? : DECALCULO |

i
1} Qq,:éComo calcular

1
, i
Q,,,: ¢Como expresar el costo |

---------------------- T s s
. 1 .

Q: ¢Cémo calcular i R0 ¢Como. expresar la ganancia :

para cualquier cantidad?

:
la ganancia? Rl L e

: 1L el costo? ; | total para cualquier cantidad? i 1
[ remmecs b . :
! Q,: éA qué precio || Qi ¢COmoO expresar la venta | ;

i se van a vender? E ; total para cualquier cantidad? | 1
e TSN :

1

1

! Q,, ¢Cudntas unidades deben

1 OM: ECUACIONES L|NEALES:

' venderse para obtener ganancias? i EN DOS VARIABLES :
J oo ) y

| OM: INECUACIONES LINEALES e e

Y VARIABLES 1

| __ENUNAYDOSVARIABLES . |

| » 255 vy ) . 4 i
|| Qq: éCudl es la representacién gréfica de ; OM: FUNCION AFIN

______________________________________________

OM: RECTAS EN EL PLANO OR,: GEOGEBRA
Gréficas y elementos

1
I
I
I
I
I
ORDENADA AL ORIGEN :
I

|
1
| PENDIENTE
1
|

- - E;: GENERACION DE MODELOS ALGEBRAICOS - -

Figura 1: Esquema MPR Etapa E:

El andlisis de las preguntas del esquema, conduce a considerar tres modelos:
de compra, venta y ganancia de los productos del kiosco. Las planillas de célculo son
un instrumento apropiado para tratarlos, dado que facilitan los calculos y el proceso
de construccién de los modelos algebraicos.

Modelo de COMPRA

Se eligen doce productos, A,, 4,, ..., A;, para el kiosco de una lista dada. A partir
de Qu.1: ¢ Qué cantidad de cada producto se podria comprar si se dispone de un monto
fijo de dinero? y Q1.2: ¢ Como se puede calcular el costo de los productos?, se calcula
el costo total de cada producto utilizando una planilla de célculo. (Anexo: Figura A.1).
Este calculo permitiria estudiar la OMai: Proporcionalidad directa y, otras
organizaciones como la ORp1: Planilla de céalculo (ORb refiere en adelante a los
recursos digitales).

El estudio de Q11 y Q12 en el aula genera “diversos kioscos” en los cuales
algunos de los productos elegidos podrian o no coincidir, asi como la cantidad a
comprar de los mismos. Elegir diferentes cantidades da lugar al cuestionamiento
Q1.21: ¢COmMo se puede expresar el costo total de los productos para cualquier
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cantidad? Para responder esta pregunta es necesario construir un modelo donde se
asume como variables al costo total T, T € R* y la cantidad (en cajas o bolsas) L, L €
N. De esta manera, el costo total para cualquier cantidad que se quiera comprar puede
expresarse como:

A, |T=3400-1 A, | T =3850-L+ 750

A, | T =3927 L+ 650 Ag | T =2698 L+ 850

As | T=2280-1 Ay | T =1650"L+ 650

A, | T =5499-L + 850 Ay | T=2974-1

As | T =3234-L+ 700 Ay, | T =7766-L+ 1250
Ag | T =1505"L Ay, | T =2750-L+ 900

En este caso se han considerado doce productos como posibles opciones para
incorporar al kiosco. En cada una de las ecuaciones A; a A;, cambian los precios y
el gasto de envio, lo que lleva a la necesidad de asumir como parametros a valores
gue no estan fijos (menos en una economia con inflacion mensual extraordinaria
como es habitual en el contexto), sino que dependen del producto elegido. No
obstante, dichos valores pueden obtenerse del sistema, en el cual estan
contemplados los proveedores del kiosco. A partir de las expresiones formuladas se
asumen como parametros al precio unitario (de productos embalados por caja o
bolsa) P,P € Rt y el gasto de envio E,E € R*. Se encuentra de este modo
implicitamente otra OM que llamaremos OM2: Pardmetros y variables. La seleccion,
distincion y discusion entre el rol de parametros y variables cobra entonces sentido a
partir del tipo de tarea realizada.

Finalmente, una respuesta a Q1.2.1 es la ecuacion del costo total para cualquier
cantidad que puede escribirse como:

T=P-L+E

Esta ecuacion es una ecuacion lineal en dos variables (L, T) y en el contexto de
nuestro estudio tiene el mérito de ser una expresion completamente algebrizada,
gracias al modelo que se requiere construir.

Con respecto a Qz: ¢, A qué precio se van a vender los productos? Habitualmente
en un kiosco la venta se realiza por unidades o en fracciones de peso, por lo que en
primer lugar es necesario calcular el costo unitario de los productos, es decir, el precio
de compra por unidad o por gramo. El calculo se realiza utilizando las operaciones
basicas de la planilla de calculo (Anexo: Figura A2). De esta manera, el costo total
también puede expresarse a partir del precio de compra por unidad o por gramo.
Asumimos como variables al costo total T y la cantidad g, g € Rt (cantidad en
unidades ¢, € No cantidad en gramos q, € R*), y como parametros al precio de
compra P., P. € R* y el gasto de envio E, E € R*. Ahora la respuesta a Q1.2.1: ¢, Como
se puede expresar el costo total de los productos para cualquier cantidad? cambia,
Ri21: La ecuacion del costo total para cualquier cantidad que se quiera comprar
puede escribirse como:

T=P-q+E
Esta ecuacion es también una ecuacion lineal en dos variables (g, T).
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Modelo de VENTA

El precio al que se van a vender los productos es una decision que depende de
los gestores del kiosco, que puede ser consultada en diversas fuentes como portales
de internet o en kioscos del barrio. Para calcularlo primero definimos el parametro
precio de venta como P,, P, € R* y llamamos k, k € R* al incremento sobre el precio
de compra, entonces:

B,= Pk

Ahora cambia la pregunta: Qz.1: ¢COmo se puede expresar el total de la venta
de los productos para cualquier cantidad? Para hallar el modelo de venta asumimos
por conveniencia aqui que las variables son el total de la venta V,V € R* y la cantidad
q, q € R*y consideramos como parametro a P,, P, € R*. Los parametros del sistema
en el modelo de venta, son valores cognoscibles y no necesariamente fijos, ya que
no todos los productos se venden al mismo precio y ademas hay inflacion diaria. Es
decir, el precio de venta no es constante (fijo) y es util identificarlo por medio de PB,.

Entonces una posible Rz2.1 queda determinada por la ecuacion de venta de los
productos para cualquier cantidad y se escribe como:

V="~F"q
Esta ecuacion es una ecuacion lineal en dos variables (q,V).
Modelo de GANANCIA

Finalmente, entre las preguntas vinculadas con las ganancias que genera el
kiosco se agregan Qs: ¢(Como calcular la ganancia que se obtiene al vender los
productos?, Qs1: ¢COomo se puede expresar la ganancia de los productos para
cualquier cantidad? El célculo de la ganancia se obtiene de la diferencia entre los
ingresos, que son las ventas y los costos de la compra de los productos. Asi,

Ganancia = Ventas — Costos
G= V - T
G=P-q —(P-q+E)
G=(P,—P)-q—E
Consideramos los parametros precio de venta B,, P, € R*, precio de compra
P, P. € R ygasto de envio: E, E € R*, que ya identificamos en los modelos de compra
y venta. En este modelo adoptamos como variables a la ganancia G,G € R* y la
cantidad g, g € R*. Entonces, Rz.1: La ecuacién de ganancia de los productos para
cualquier cantidad es
G=WPB-P)q—E
Esta ecuacion es también una ecuacion lineal en dos variables (q, ).
En sintesis, los modelos mateméticos para el costo, la venta y la ganancia de

los productos del kiosco, se expresan por medio de ecuaciones lineales en dos
variables que consideramos como OMs.

COSTO VENTA GANANCIA
T=F-q+E (1) V:Pv'q(z) G:(Pv_Pc)'q_E(S)
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Con relacion a la ganancia podria plantearse también Qs.2: ¢ Cuantas unidades
deben venderse para obtener ganancias? La variable ganancia puede tomar valores
positivos y negativos. Si la ganancia admite valores negativos se consideraria una
pérdida, entonces interesa conocer a partir de qué cantidad de productos vendidos el
kiosco genera ganancia positiva, por lo que G > 0. La respuesta de Qs podria
requerir el estudio de las Inecuaciones lineas en una variable que llamaremos OMa.
También a partir de OMs y OM4 podria estudiarse las Inecuaciones lineales en dos
variables.

Otros cuestionamientos tipicamente escolares vinculados con OMs podrian ser
Qa: ¢ Cudl es la representacion gréfica de los modelos de compra, venta y ganancia?,
Qa.1: ¢,Qué valores pueden tomar las variables de cada modelo? Responder a estas
preguntas convoca al estudio de las Rectas en el plano dentro de la OMs.

El estudio de la ORp2: GeoGebra. Graficas y elementos esta vinculado a la OMs.
Mediante el uso del software, se obtienen las rectas asociadas a las ecuaciones de
compra, venta y ganancia. Los pardmetros de estos modelos involucran, en la
mayoria de los casos, valores que son positivos por lo que la representacion grafica
es valida solo en el primer cuadrante. Por su parte, la ganancia puede considerarse
positiva o negativa por lo que la gréafica es valida en el primer y cuarto cuadrante. En
los tres modelos generados, la cantidad g se trata como variable para dar respuesta
al sistema. Ademas, en el caso de los productos que se comercializan por unidad, la
cantidad es una variable discreta, por lo que su representacion gréfica se corresponde
con un conjunto de puntos alineados y, para los productos que se comercializan a
granel, la variable es continua y su representacion grafica es una recta.

Podrian plantearse, ademas, Qa.2: ¢ Como se puede calcular el precio de compra
y el gasto de envio de un producto si se conocen algunos costos totales y las
cantidades correspondientes?, Q4.2.1: ¢COmo se puede calcular la pendiente de la
recta?, Qa.2.2: ¢ Cudl es valor en el que las rectas cortan al eje y? La respuesta a cada
una de estas preguntas conduce a estudiar OM: Pendiente de la recta y OM:
Ordenada al origen.

El estudio de las funciones abarca gran parte de la escuela secundaria. Si bien
este MPR realiza un recorrido por las OM vinculadas al algebra escolar, este REI
también podria conducir al encuentro con la OMs.1 Funcién Afin que también es parte
del disefio curricular del afio escolar donde se desarrolla el REI. De esta manera,
podria preguntarse Qa.3: ¢,Los modelos hallados son funciones? ¢ Qué tipo de funcion
se corresponde con cada uno? ¢Cual es su dominio? En cada modelo es posible
establecer una relacion de dependencia lineal entre ambas variables que cumple con
las condiciones de una Funcién Afin. En los tres modelos la variable independiente
es la cantidad de los productos, por lo que en algunos casos sera discreta y las
funciones estaran definidas de N —» R, y en otros la variable sera continua entonces
las funciones se definen de R* - R.

Las funciones afines asociadas a cada modelo se proponen en la tabla siguiente.
Se considera el caso de la variable cantidad como variable discreta para los productos
por unidad y, por otro lado, como variable continua para los productos que se
comercializan a granel.

Funcién | Variable discreta | Variable continua

Costo T:N->R, T(q)=P.-q,+E T:R* >R, T(@)=PFP-qy+E
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Venta | V:N - R, V(@) =P, qyu V:R* - R, V(qg) =P, qq

Ganancia

G:N->RG@)=F-FR) qu—E GR >RG@=F-F)q—E

El desarrollo del REI se enmarca en la primera etapa de modelizacion
algebraica, denominada Ei: Generacion de modelos algebraicos. En esta etapa,
se construyen modelos que involucran formulas, ecuaciones e inecuaciones lineales
en dos variables con parametros explicitos. A su vez se distingue qué parametros se
caracterizan ocasionalmente como variables; se analizan las relaciones entre las
variables y se identifican los valores conocidos del sistema kiosco como parametros
especificos.

5.1.2Segunda parte: Etapa de analisis del uso de los parametros

Se consideran aqui un conjunto de preguntas vinculadas con los modelos
algebraicos generados en la etapa anterior. Para cada uno de los modelos de compra,
venta y ganancia se identificaron los parametros y cuéles de ellos se podrian
considerar variables y de qué tipo. A partir del modelo de ganancia se realizara el
analisis de sus pardmetros especificables y del efecto que provoca en el sistema
kiosco la variacion de los mismos. En el esquema de la Figura 2 se sintetizan las
preguntas junto a las OM estudiadas en la segunda parte del REI, asociadas a la
etapa Eo2.

’ - '
: Qg éQué efectos produce en la ganancia del .
1 + kiosco la variacion de los ingresos y los costos? !
I

..................................................

_)é Qs.: ¢Cémo afecta la variacién del precio de !
| compra (P.) y del envio (E) en la ganancia? I
OM: TRANSFORMACIONES DE
FUNCIONES

Qs ,: ¢éComo afecta la variacion del 1 ORP:.GEOGEBRA
§E, : ! Graficas y elementos
1 precio de venta (P,) en la ganancia? |

I

I

I

I

I SISTEMAS DE ECUACIONES
I LINEALES EN DOS VARIABLES
I

I

I

I

I

TS T T T m e E e Y
i Qg éBajo qué condiciones las ventas de ;

|
i dos productos generan la misma ganancia? |
; :

SIFICACION DE
S SOLUCIONES

E Qg.,: éEs posible que se obtenga
! la misma ganancia en la venta
de dos productos distintos?

______________________________

E Qg,: éEs posible que nunca se
| obtenga la misma ganancia en la E
| venta de dos productos distintos? !
L

o

E,: ANALISIS DEL USO DE LOS PARAMETROS

Figura 2: Esquema MPR Etapa Ez

Como la actualizacion de los precios es una tarea habitual en un kiosco, se
considera la pregunta Qs: ¢ Qué efectos produce en la ganancia del kiosco la variacion
de los ingresos y los costos? Dado que la ganancia se calcula como la diferencia entre
ventas y costos, cualquier variacion en estos valores incide directamente en el
resultado final. En particular, con respecto a los costos, Qs.i: ¢Como afecta la
variacion del precio de compra (P,) y del envio (E) en la ganancia? Se analiza en
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primer lugar, la variacion del parametro especificable del sistema P. a partir de la
técnica de control de parametros. Un analisis similar puede realizarse con el
parametro E y para los ingresos con P,, el cual puede consultarse en Autor 1 (2024).

Se considera que la ganancia sera positiva a partir de una cierta cantidad de
productos vendidos. Este valor se determina resolviendo la ecuacion ¢ = 0 a partir de
la expresion (3),

(B—FR)q—E=0 g
quv_PC SIendOPU_PC>O

Como en este caso P, y E son especificos, se analiza como incide la variacion
de P, en el valor de la cantidad (q) que permite comenzar a obtener ganancias. Sean
P, y F., dos valores distintos de F, tales que F,, < F, entonces,

P, <P,
P, > —P,
B,— P, >P,— P,
1 < 1
P’U PCO Pv PC1
E < E
Pv_Pco Pv_Pcl
Qo < 1

Por lo tanto, para cualquier P, € R* tal que P, < F, ,se obtiene g; < q;. Es decir

gue, para obtener ganancias (positivas), cuanto menor es el precio de compra (P.)
entonces menor sera la cantidad de productos a vender (q). En el Anexo (Figura A.3)
se presenta una gréfica que ejemplifica el comportamiento del modelo de ganancia
para el producto A,, con distintos valores de P, y valores especificos de P, y E. De
esta manera, una respuesta parcial a Qs.1 requiere también considerar el analisis del
parametro envio (E) que, al igual que P., incrementa la ganancia cuando su valor
disminuye. En efecto, al reducirse los costos, la ganancia aumenta o bien disminuye
la cantidad de productos necesarios para alcanzar una determinada ganancia.

El andlisis de la variacion de los pardmetros P,, P, y E podria conducir al estudio
de las Transformaciones elementales (OMs.2). El uso de un software, como puede ser
GeoGebra, para graficar las rectas contribuye a vincular los aspectos algebraicos y
geométricos de las ecuaciones lineales en dos variables, ademéas de facilitar la
comprensién de los efectos que se producen con la variacién de dichos parametros,
a partir del uso de deslizadores, por ejemplo. En este sentido es que esta tarea
también permite el estudio de ORp2: GeoGebra. Graficas y elementos. Destacamos
en este trabajo el tratamiento algebraico junto a los resultados obtenidos con
GeoGebra.

Por otro lado, el cuestionamiento sobre los beneficios del kiosco podria
orientarse a identificar qué productos ofrecen mayor ganancia en su comercializacion.
La pregunta Qs: ¢ Bajo qué condiciones las ventas de dos productos generan la misma
ganancia? remite al estudio de los Sistemas de dos ecuaciones lineales en dos
variables (OMs), con parametros que representan la diferencia entre el precio de venta
y el precio de compra (d = B, — P,); y el gasto de envio. El sistema de dos ecuaciones
lineales en dos variables puede escribirse de la forma:
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{szl'q_El
G=dy q—E’

Se analiza la existencia y naturaleza de soluciones para (g, G), donde q es la
cantidad y G la ganancia, variables del sistema. Qs.1: ¢, ES posible que se obtenga la
misma ganancia en la venta de dos productos distintos? Qs.2: ¢ Es posible que nunca
se obtenga la misma ganancia en la venta de dos productos distintos?

d=P,—P.

-Si d; # d,, existe un unico par (g; G) que es solucion de ambas ecuaciones en
forma simultanea, esto indica que hay una Unica cantidad de productos para la cual
ambos generan la misma ganancia (Re.1.1). En este caso, el sistema tiene una Unica
solucion y es del tipo Compatible determinado.

-Sid; =d, y E; = E,, las ecuaciones generan la misma recta, entonces existen
infinitos pares (q; G) que satisfacen las dos ecuaciones en forma simultanea. Esto
indica que cualquier cantidad produce la misma ganancia en ambos productos (Res.1.2).
El sistema tiene mas de una solucién, es decir es de tipo Compatible indeterminado.

-Sid, = d, pero E; # E, las rectas no se intersecan y no existe ninguna cantidad
para la cual se obtenga la misma ganancia (Re.2). El sistema no tiene solucion y es
del tipo Incompatible.

Las preguntas Qs, Qs.1 Y Qe2 convocan a una ampliacion del estudio de la
ganancia y en consecuencia al estudio de la Clasificacion de las soluciones de los
Sistemas de ecuaciones lineales en dos variables. El analisis algebraico que se
realiza de los modelos obtenidos en cada caso, también podria complementarse con
el analisis de las rectas a partir del software, profundizando el estudio de la ORpz.

Tanto el estudio de Qs como el de Qs posibilitan el desarrollo de otra etapa de
modelizacién algebraica, que denominamos Ez: Analisis del uso de los parametros.
En esta etapa se distinguen los parametros que se tratan como variables de los que
no, pero principalmente, se analiza como la variacion de los parametros produce
modificaciones en el modelo, otorgando nueva informacion de las caracteristicas del
sistema que representan.

5.1.3Tercera parte: Generacion y analisis de nuevos modelos (E3)

La tercera etapa (Es) del proceso de modelizacién algebraica involucra otro
conjunto de preguntas, que requieren de la elaboracion de modelos derivados del
modelo de ganancia, a partir de su transformacion. El eje de esta etapa se centra en
cdmo obtener una ganancia previamente fijada en el contexto del kiosco escolar. De
este modo, la ganancia -que hasta el momento era tratada como variable- pasa a ser
considerada como un parametro y se especifica. Por su parte, los parametros
correspondientes al envio (E), precio de veta (P,) y precio de compra (P.) tomados
individualmente, seran considerados variables oportunamente. En el esquema de la
Figura 3 se sintetizan las preguntas junto a las OM estudiadas en la segunda parte
del REI, asociadas a la etapa Es.
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Q,;; éComo obtener una ganancia determinada ;
vendiendo la menor cantidad de productos posibles?

®

SRR D S N e S N S R
:QM: éCual es la menor cantidad de
! productos que deben venderse para

| obtener una ganancia (G) dada?

.
Q,,: ¢Cémo calcular el precio de venta (,) i
para obtener una ganancia dada, vendiendo |
i
i

E 0;,,: {, Qué efecto produce i

E-L en P, el aumento de P.? !
OM: ECUACIONES ittt ioipiiniptuininiiniirinieiad "
RACIONALES EN i Q;,,+ ¢ Qué efecto produce |

DOS VARIABLES L enP elaumentode E? |

i Q,,t ¢ Qué efecto produce E
OM: HIPERBOLAS ”! en P, la variacion de G? ;

OR,: GEOGEBRA OM: FUNCIONES

Graficas y elementos ASINTOTAS RACIONALES DE
PRIMER GRADO

E3: GENERACION Y ANALISIS DE NUEVOS MODELOS

Figura 3: Esquema MPR Etapa E3

En esta nueva etapa el enfoque se modifica: la ganancia deja de ser una variable
a calcular y se fija como un parametro. A partir de esta redefinicion surge una nueva
pregunta, Q7: ¢CoOmo obtener una ganancia determinada vendiendo la menor
cantidad de productos posibles?

Este planteo requiere reconsiderar la relacion entre ingresos y costos con el
objetivo de conseguir una ganancia determinada con el menor nimero de ventas
posibles. Para responder, se vuelve necesario identificar qué variable del sistema -el
precio de compra, el de venta o el gasto de envio- resulta mas determinante en la
cantidad de productos requeridos. Se formula la pregunta Qz.1: ¢ Cudal es la menor
cantidad de productos que deben venderse para obtener una ganancia dada?

El andlisis parte de la transformacion de la ecuacion de ganancia (3), para
estudiar ahora como varia la cantidad (q) en funcion de cada uno de esos tres
parametros. Esta exploracién permite construir distintos modelos (algebraicos y
graficos) y compararlos para establecer cuél de ellos ofrece mejores condiciones para
lograr la ganancia deseada con el menor esfuerzo comercial. Entonces, de la
ecuacion (3) se obtiene:

_G+E
1=p"p (4)

Al fijarse la ganancia como un valor especifico proporcionado por el sistema (en
este caso, los administradores del kiosco), la cantidad de productos a vender queda
determinada por el gasto de envio (E), del precio de compra (P.) o del precio de venta
(P,). Para responder a Qv se analizan las relaciones entre estas variables y su
impacto en la cantidad requerida. El estudio se divide en tres casos: la relacion entre
cantidad y gasto de envio; entre cantidad y precio de compra, y entre cantidad y precio
de venta. Cada uno de estos casos se aborda desde una perspectiva algebraica y
gréfica diferente y retoman el estudio de la ORp2.

= Cantidad en funcién del gasto de envio
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A partir de Q7.1.1: ¢, Qué gasto de envio (E) permite obtener la menor cantidad (q)
de ventas? y con la ecuacion (4) se obtiene una ecuacion lineal en dos variables (E, q)
y con parametros G,P, y P..

q
_G+E L p
q_pv_pc roTv e -
= 1 E + G
q_Pv_Pc PU_PC
q,E,G,P,P. € R* -

Figura 4.1: Variacion de g respecto de E

Desde el punto de vista gréfico, esta ecuacién se representa con una recta
creciente que solo tiene sentido para E > 0. A mayor gasto de envio, mayor debe ser
la cantidad de productos vendidos para alcanzar la ganancia deseada. En
consecuencia, R7.1.1: la menor cantidad posible se obtiene cuando el envio es gratuito
(E = 0). La cantidad de ventas que deben realizarse esta determinada por el nimero

y se obtiene cuando E = 0. (Ver Figura 4.1)

v_Pc
= Cantidad en funcion del precio de compra

En este segundo caso se estudia como varia la cantidad cuando cambia el
precio de compra, a partir de Qz.1.2: ¢ Qué precio de compra (P.) permite obtener la
menor cantidad de ventas? De la ecuacién (4) se obtiene una ecuacion racional en
dos variables (2., q) y parametros G, B, E € R*.

q

P.=P,
G+E

— , P, #P
Pv_Pc v Cc

q:

q,E,G, P, P. € R*

Figura 4.2: Variacion de q respecto de P,

La grafica de la ecuacion es una hipérbola que tiene sentido sélo para valores
positivos de g. Tiene una asintota vertical P, = P, lo cual indica que, si el precio de
compra se acerca al de venta, la cantidad necesaria crece indefinidamente. La
cantidad de productos necesarios disminuye a medida que el precio de compra se
reduce. El menor valor se daria cuando P. = 0, que no tiene sentido. Por lo tanto,
Rz.1.2: cuanto mayor sea el precio de compra, mayor sera la cantidad de ventas
necesarias para alcanzar la ganancia deseada. (Ver Figura 4.2)
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= Cantidad en funcién del precio de venta

Por ultimo, se analiza la influencia del precio de venta en la cantidad, a partir de
la pregunta Q7.1.3: ¢Qué precio de venta (P,) permite obtener la menor cantidad de
ventas? En este caso también se obtiene una ecuacion racional en dos variables
(B,,q) y parametros G, P.,E € R*.

P,=F
G+E

S, B =P
P.']_PC v C

q:

q,E,G, P, P. € R*

Figura 4.3: Variacion de q respecto de P,,

La hipérbola correspondiente a esta ecuacion es decreciente y valida
Unicamente para B, > P. con g > 0. De la misma se deduce que, a medida que el
precio de venta aumenta, la cantidad que se necesita vender para obtener la ganancia
deseada disminuye, por lo que, R7.1.3: la menor cantidad de ventas se obtiene para
valores altos del precio de venta. (Ver Figura 4.3).

Los tres modelos analizados se obtienen del modelo de ganancia y brindan
informaciéon nueva del sistema, considerando a la ganancia como un parametro
especifico. Los costos nunca seran cercanos a cero e iran aumentando con el pasar
del tiempo. Para alcanzar la ganancia deseada, serd necesario establecer una
cantidad “aceptable” de ventas y analizar qué precio de venta es el adecuado. Una
respuesta posible a Q7 podria ser R7: para obtener una ganancia dada, vendiendo la
menor cantidad de productos, es necesario saber como determinar el precio de venta
de los productos (Q7.2).

Con la pregunta Q7.2: ¢ Como calcular el precio de venta (P,) que permite obtener
una ganancia dada, vendiendo la menor cantidad de productos?, es posible analizar
gué informacion puede obtenerse del modelo del precio de venta. De la ecuacion de
ganancia (3) consideramos como parametros a la ganancia (G), el precio de compra
(P.) y el gasto de envio (E); y asumimos como variables del modelo al precio de venta
(R,) y la cantidad (q). La formula para B,, que permite obtener una cierta ganancia,
gueda determinada por,

G+E
Pv:T+PC , q:/:O (5)

siendo G,P,,P.,q,E € R" y donde B, > P.. La ecuaciéon (5) es una ecuacion

racional en dos variables (g, P,) y brinda informacion util para estimar el precio de

venta de los productos. Entonces, R7.2: Para obtener una ganancia determinada, el

precio de venta (P,), debe ser igual al precio de compra (P;) mas el sumando (G%E)

el cual se corresponde con lo que se quiere recuperar (ganancia + envio) dividido la
cantidad que se “quiera” vender. Y si aumenta la cantidad (g) de productos vendidos
entonces P, sera cada vez menor.
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La pregunta Q7 y sus derivadas permitirian el encuentro con otras OM como
OMs: Ecuaciones racionales en dos variables. Hipérbolas. Asintotas, ademéas de
OMe.1: Funciones racionales de primer grado, Dominio de funciones racionales y
Optimizacion si se profundiza en el estudio de funciones.

Ademas, con la ecuacion (5), también es posible analizar como afectan al precio
de venta las variaciones de parametros como precio de compra (P.), (con las
alteraciones por efectos inflacionarios), el gasto de envio (E) o incluso la ganancia
deseada (G), que puede ajustarse segun los objetivos del sistema. Este tipo de
analisis permite formular nuevas preguntas vinculadas a las transformaciones del
modelo de venta (4), en las que los parametros del modelo original se convierten
ahora en variables del nuevo modelo.

El estudio de estas relaciones conduce al analisis de transformaciones
elementales, esta vez aplicadas a funciones racionales. De este modo, la pregunta
Q7 y sus derivadas surgen de fijar un parametro —la ganancia— que en el modelo
inicial era una variable, dando lugar a un conjunto de nuevos modelos. Esta transicién
marca el inicio de la etapa del proceso de modelizacion algebraica Es: Generacion y
andlisis de nuevos modelos. En esta etapa, se retoma el tipo de analisis realizado
en las etapas E1 y E2, pero ahora aplicado a modelos derivados, lo que enriquece la
comprensién del fendmeno y amplia las herramientas de interpretaciéon disponibles.

6. Conclusidon

El REI propuesto en este trabajo constituye una alternativa didactica potente
para resignificar el aprendizaje del algebra escolar, enmarcado en los principios de la
TAD. A partir de una pregunta generatriz de interés para los estudiantes —¢Como
administrar el kiosco de la escuela para obtener ganancias? — se disefid un Modelo
Praxeolégico de Referencia (MPR) que permitié organizar y anticipar un itinerario de
trabajo donde se articulan distintas OM y recursos didacticos (ORb).

La primera etapa del recorrido (E1) permiti6 generar modelos algebraicos
vinculados a expresiones lineales y funciones afines, cuya construccién no respondi6
a una logica expositiva tradicional, sino a la necesidad de resolver problemas
genuinos en un contexto realista. Esta fase permitié a los estudiantes transitar desde
la exploracién de datos empiricos (costos, precios, cantidades) hasta la elaboracién
de modelos simbdlicos, utilizando herramientas digitales como la planilla de calculo.

En la segunda etapa (E2), el analisis del uso de los parametros abri6 la
posibilidad de estudiar la variabilidad del sistema y comprender la funcionalidad del
algebra como instrumento para anticipar, comparar y decidir. Este momento del REI
puso en juego técnicas graficas y algebraicas para interpretar los efectos de
modificaciones en costos, precios de venta, gastos de envio y también la ganancia.

La tercera etapa (E3) profundizé la modelizacion al transformar el modelo de
ganancia y generar nuevos modelos con estructuras mas complejas, como funciones
racionales y analisis de optimizacion. Al establecer metas (por ejemplo, alcanzar una
ganancia determinada), se intercambiaron las variables y los parametros, lo que
favorecidé una comprension mas profunda de las relaciones funcionales y el sentido
estratégico dgl uso del algebra.
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Este trabajo muestra que el analisis a priori que conduce a la elaboracién de un
posible MPR para proyectar un REI es una herramienta didactica central para superar
la monumentalizacion del saber matematico y para restablecer el lazo entre las
matematicas y el mundo.
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8. Anexo

=+D4*FA+E4

h

1
2

3 . $40.800
a| A 50 u | G3e | Geso) | @ |=sar7ma
5 A 30 u §2.280 50 6 $13.680
6 A, 36 u $5.499 $850 6 $33.844
7 Ag 16 u $3.234 $700 10 $33.040
8 Ag 12 u $1.505 50 5 $7.525
9 A, 18 u $3.850 $750 10 $39.250
10 Ag 1000 g $2.698 $ 850 5 $14.340
1 Ag 800 g $1.650 $650 g8 $13.850
12 Ay 907 g $2.974 50 4 $11.896
13 ' 2500 g $7.766 $1.250 2 $16.782
14 Ay 430 g $2.750 $900 9 $25.650
15

Figura A.1: Hoja de célculo. Costo total a partir del monto fijo

Costo total
unidades - caja

Costo total
gramos - bolsa

Precio de compra =

H7 M £ || =+G7/(B7*F7) Precio de compra =

A
]

2

3 A, 40 u A $3.400 s0 AN\ 12 $40.800 $ 85,00
4 A, 50 9/ $3.927 $650 \ \g $47.774 $79,62
5| A 30 | Su | s2.280 so |\ 6N | s1aes0 $76,00
6| A, 36 A u | $5a00 | sss0o | Y6 N\ $33.804 $156,69
7| a u | s323a | s700 (G33.080) | = $206,50
8 Ag 12 u $1.505 S0 5 $7.525 $125,42
9 Ar 18 u $3.850 $750 10 $39.250 5 218,06
10 Ag 1000 g $2.698 $850 5 $14.340 $2,87
1 Ay 800 g $ 1.650 $650 8 $13.850 $2,16
12 Ay 907 g $2.974 $0 4 $11.896 $3,28
13 Ay 2500 g $7.766 $1.250 2 $16.782 53,36
14 Ay 480 g $2.750 $900 9 $25.650 $5,94
15

Figura A.2: Hoja de calculo. Precio de compra por unidad/gramo

La grafica de la Figura A.3 corresponde al modelo de ganancia del producto 4,
para distintos valores de P., con valores especificos para el precio de venta (B,) y el
gasto de envio (E). Se consideran P, = 79,62; P, = 30; P,, = 60; ., = 102; P, = 140
y se representan las rectas cuyas ecuaciones se obtienen de

G = (160 —P,) - q — 650
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g’l
!;q

Figura A.3: Variacion del parametro P. en el modelo de Ganancia G

En la figura, la recta f (azul) representa graficamente la ecuacion
G = (160 —P.)-q — 650 con B, = 79,62. Larecta q (gris) corresponde a P,, =30y la
recta p (naranja) a P, = 60, mientras que la recta g (verde) a ., = 102 y la recta h
(roja) a P, = 140.

Se observa que la rectas cuyos valores de P, son menores a F,, se produce una
inclinacion de la recta hacia el eje de las ordenadas (la pendiente positiva aumenta)
y corta al eje de abscisas en valores de g menores a q,, lo que significa que disminuye
la cantidad de productos que deben venderse para obtener ganancias. En el caso de
las rectas cuyo P, es mayor a P, se produce una inclinacion de la recta hacia el lado
derecho (la pendiente positiva disminuye) y corta al eje de abscisas en valores de
q mayores, aumentando la cantidad de ventas necesaria para obtener ganancias.
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