-
U N I@N ISSN: 1815-0640
Namero 67. Abril 2023

REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA Paginas 1-20

Una tarea de final abierto en la ensefianza de la parabola

Uma tarefa em aberto no ensino da parabola
Elena Freire-Gard

Fecha de recepcion: 03/05/2022
Fecha de aceptacién: 22/09/2022

En este articulo se reporta la implementacién de una tarea de final
abierto en el tema parabola. La experiencia se desarroll6 en un grupo de
6° aflo de bachillerato de ingenieria en una Institucion Educativa de
Educacion Secundaria. La aplicacién de la tarea de final abierto pone en
Resumen evidencia la variedad de estrategias que implementan los estudiantes en
su resolucion y muestra como se atienden los diferentes niveles de
conocimientos gracias a la flexibilidad que ofrece para sus soluciones.
Palabras clave: tareas de final abierto, parabola, practicas pedagdgicas
de matematica.

This paper reports the implementation of an open-ended task on the
subject of parabola. The experience was developed in a group of 6th
year engineering baccalaureate students in a Secondary Education
Educational Institution. The application of the open-ended task highlights
Abstract the variety of strategies implemented by students in its resolution and
shows how different levels of knowledge are addressed thanks to the
flexibility it offers for its solutions.

Keywords: open-ended tasks, parabola, mathematics pedagogical
practices.

Este artigo relata a implementacdo de uma tarefa em aberto sobre o
tema da parabola. A experiéncia foi desenvolvida num grupo de
estudantes do 6° ano de bacharelato em engenharia numa instituicao
educativa do ensino secundario. A aplicacao da tarefa aberta destaca a
Resumo variedade de estratégias que os alunos implementam na sua resolucao
e mostra como diferentes niveis de conhecimento sédo abordados gracas
a flexibilidade que oferece para as suas solucdes.

Palavras-chave: tarefas em aberto, parabola, praticas pedagégicas em
matematica.

1 Introduccion

Las tendencias actuales de la matematica educativa promueven que los
profesores no se limiten a utilizar actividades rutinarias o de repeticién de algoritmos.
El National of Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2014) alienta al profesor a
integrar “tareas desafiantes que impliquen construir sentidos significativos y que
apoyen el aprendizaje significativo” (p. 9). El NCTM sugiere también vincular los
nuevos conocimientos con los conocimientos previos, posibilitar que el estudiante
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pueda transferir y aplicar el conocimiento en nuevas situaciones y fundamentar las
resoluciones que propone.

Zaslavsky (1995) identific6 que pequefias modificaciones en el enunciado de
una tarea pueden provocar grandes cambios en la resolucion de estas. Para dicha
autora, las tareas de final abierto (en inglés: open ended task) tienen multiples
respuestas correctas, la actividad no tiene un unico camino de resolucién. Estas
actividades posibilitan que se origine el debate y discusion sobre diferentes formas de
razonamiento que se desarrollan frente a la resolucion de la tarea de final abierto; de
esta forma se promueve la comunicacion matematica. Un ejemplo de tarea de final
abierto puede observase en la Tabla 1 (Zaslavsky, 1995, p. 15). En la columna
izquierda de la tabla se muestra un enunciado tradicional de una actividad con una
Unica solucién. Los estudiantes tendran que resolver un sistema de ecuaciones
conformado por las expresiones analiticas de la parabola y de la recta, la resolucion
la realizaran por sustitucion, reduccién o igualacién. Sin embargo, en la columna
derecha de la tabla, que contiene el enunciado de la tarea de final abierto, al pedir
encontrar la ecuacion de una recta que tiene dos puntos en comun con la parabola,
se presentaran multiples respuestas que involucraran diferentes conocimientos. El
problema propuesto en la columna de la derecha promovera, en los estudiantes,
diferentes argumentaciones.

Tarea estandar Tarea de final abierto

How many intersection points does the
parabola: y=x? +4x+5 have with the straight line:
y=2Xx+5?
¢Cuantos puntos de interseccion tiene la | Encuentra la ecuacion de una recta que tiene dos
paradbola y=x? +4x+5 con la recta y=2x+5? puntos de interseccion con la parabola: y=x>+4x+5
Tabla 1. Tarea estandar y tarea de final abierto. Fuente: Zaslavsky (1995, p.15). [Traduccion del
autor]

Find an equation of a straight line that has two
intersection points with the parabola: y=x2+4x+5

Algunas de las ventajas de incluir tareas de final abierto son: conectar diferentes
contenidos matematicos segun las fortalezas que tienen los estudiantes, visualizar
diferentes formas de razonamiento sin estar direccionados por el profesor, por el
contrario, creadas y elegidas por ellos mismos. La experiencia reportada por
Zasvlasky (1995), aplicada en un taller con profesores de matematicas, fue un primer
paso para el desarrollo y disefio de problemas de final abierto. Permiti6 mostrar el
potencial de estos problemas y abrio la oportunidad para que profesores compartan
sus experiencias de implementacion, con tareas similares, en el aula. Otras
experiencias (Martinez, 2020 y Scorza, 2016) también reportan beneficios de
implementar tareas de final abierto. Martinez (2020) da cuenta que las tareas de final
abierto permiten atender las individualidades de los estudiantes para que ellos
trabajen segun sus conocimientos. En la investigacién de Scorza (2016) se contribuyé
en que docentes formadores conocieran la implementacion y ademas disefiaran
tareas de final abierto, pero observé que, en algunos casos, se pusieron en juego las
estrategias de una tarea estandar, pues los profesores se centraron en aplicar
conceptos especificos. A pesar de ello, los profesores reconocieron la potencialidad
de las tareas de final abierto. Entre las conclusiones de Scorza (2016) se propuso
atender con especial cuidado la planificacion de las actividades antes de llevarlas a
la clase para optimizar su uso.
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En este articulo se reporta una experiencia de ensefianza en la que se
implementa una tarea de final abierto al ensefiar un tema matematico. La experiencia
fue realizada en una Institucién publica de Montevideo-Uruguay en un grupo de 6°
afio de Educacion Secundaria de bachillerato de Ingenieria durante el afio 2019 por
una profesora (la autora de este articulo).

A continuacion, el articulo se desarrolla a partir de identificar algunas dificultades
al ensefar el tema parébola, luego se incluye el enunciado de la tarea de final abierto
y el analisis a priori realizado por la profesora. Se continGa con la implementacion del
problema en el aula y el reporte de las diferentes soluciones propuestas por los
estudiantes. Finaliza con las conclusiones de la experiencia aulica.

2 Ensefianzay aprendizaje de la parabola en bachillerato

Diversas investigaciones identifican que el aprendizaje de la geometria
analitica no deberia ser memoristico, ni restringirse a la repeticion de procedimientos.
Lopez y Bermudez (2012) y Lépez et al. (2013) reportaron que los estudiantes tienen
dificultades para apropiarse de los conceptos e interiorizarlos cuando solo repiten
procedimientos en forma mecanizada para resolver ejercicios. Por su parte, Ruiz
(2014) identifico que se presentan dificultades en la resolucién algebraica para
obtener la ecuacién candnica de una parabola y en la trasposicion entre la
representacion analitica y su representacion grafica. Para facilitar la conversién hacia
el registro grafico y hacer participes a los estudiantes se incluyé softwares de
geometria dindmica. Asimismo, Sa&nchez (2019) identific6 que los estudiantes
desconocen las propiedades métricas de la parabola y, por ello, propuso coordinar la
representacion grafica, algebraica y verbal de una parabola para que los estudiantes
logren apropiarse de los conceptos matematicos. En la investigacion de Sanchez
(2019) se detectaron dificultades de los estudiantes al factorizar y resolver
ecuaciones. Por otro lado, también se encontraron problemas al realizar conversiones
desde el registro grafico hacia el registro algebraico. En particular, algunos
estudiantes no asociaron la representacion grafica de la parabola con su ecuacion
canonica.

El aprendizaje del tema parabola se vincula con los diferentes registros de este
concepto. Duval (1999) propuso que existe una estrecha relacion entre las
representaciones semioticas y las representaciones mentales que desarrolla el
estudiante, éstas posibilitan la realizacion de las actividades matematicas. Sugiere
gue es necesario profundizar en cada registro de representacion (lenguaje comun,
figural, algebraico y aritmético) de un concepto matematico, como también en la
conversion entre los diferentes registros de representacion.

3 Objetivo

Con base en las dificultades que se identificaron en el aprendizaje del tema
parabola se piensa que la experiencia aulica que se presenta podria contribuir en
promover el disefio de problemas que se resuelven utilizando diferentes estrategias.
Sumado a ello, la inclusion de problemas de final abierto fomenta la movilizacién de
diversos conocimientos con el fin de encontrar una estrategia para su resolucion.

Objetivo general de la experiencia aulica:
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e Resolver un problema de final abierto que involucre conocimientos analiticos y
graficos de parabolas con estudiantes de 17-18 afios y utilizar distintas
estrategias para su resolucion.

Objetivos especificos:

e Promover la expresion oral y escrita junto con la argumentacion al resolver un
problema matematico.

e Fomentar el didlogo, la escuchay el trabajo colaborativo entre estudiantes.

e Utilizar softwares de geometria dinAmica para analizar posiciones relativas
entre rectas y parabolas.

4 Enunciado de una tarea tradicional y su transformacién a tarea de final
abierto

Una tarea tradicional, con una Unica solucion, puede ser transformada en una
tarea de final abierto si se realizan pequefias modificaciones en su enunciado. A
continuacion, se muestra en la Tabla 2, del lado izquierdo, la tarea tradicional y, del
lado derecho, la tarea de final abierto que se implementé en la experiencia de
ensefianza que se reporta.

Tarea estandar Tarea de final abierto

Se considera la parabola P y el haz de rectas (Hk)
cuyas ecuaciones son:

Ply=zx?+3x+1 Ho) y =5x + k

Hallar la condicién que debe cumplir el parametro
real “k” para que la recta del haz Hx) sea:

Se considera la pardbola P cuya ecuacion es:
1
P)y=-x?+3x+1
Hallar la ecuacién de una recta:

a) Tangente a la parabola.

a) Tangente a la parabola. b) Secante a la parabola.

b) Secante a la paréabola. . )
Explique su razonamiento

Tabla 2. Tarea estandar y tarea de final abierto utilizada en la clase. Fuente: creacion propia con
base en el texto de Zaslavsky (1995).

La incertidumbre que puede provocar la implementacién de tareas de final abierto,
frente a la diversidad de razonamientos que surgen en el aula, hace necesario que el
profesor anticipe qué va a ocurrir o prever cOmo puede desarrollarse la actividad antes
de aplicarla. Al respecto, la Teoria de las Situaciones Didacticas (Brousseau, 1986)
ofrece algunas recomendaciones que deberia considerar un profesor. Brousseau
sugiere realizar un analisis a priori para que el profesor pueda asegurar los medios
efectivos para la adquisicién de los conocimientos, desenvolverse con mayor soltura
y seguridad. Seguidamente, propone realizar el analisis a posteriori para rever los
sucesos ocurridos en la clase y prever nuevas acciones. En forma complementaria,
se retoma la metodologia de la Ingenieria Didactica (Artigue et al., 1991) de elaborar
el analisis a priori para identificar los posibles sucesos que pueden desarrollarse en
el aula asociados a la variacion de las variables didacticas que intervienen en la
situacion didactica y los diferentes abordajes que se podrian presentar. Luego de
realizada la implementacion de la clase, Artigue et al. (1991) proponen pensar el
analisis a posteriori con el objetivo de confrontar lo que se tenia previsto hacer en el
aula (el analisis a priori) y lo que realmente ocurrio. Esta confrontacion se efectuara
con la intencién de incluir ajustes en las futuras acciones del profesor. Asimismo, el
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analisis a posteriori le permitira al profesor realizar modificaciones en su planificacion
para mejorar, en futuras instancias, su rol al aplicar la misma situacion didactica.

A continuacion, se detalla el andlisis a priori de la implementacién de la tarea de
final abierto.

5 Analisis a priori de la tarea de final abierto

Para contextualizar, la experiencia que se comparte corresponde a un curso de
geometria analitica que habia comenzado hace dos meses, la profesora ya habia
ensefado el tema circunferencia. En el momento que se realiza la implementacion de
la tarea de final abierto se estaba trabajando con parabolas. Los estudiantes ya
conocian la ecuacion analitica de una recta, su ecuacion explicita, haces de rectas
paralelas y haces de rectas secantes. Hasta el momento, los estudiantes habian
llegado a aprender la ecuacion analitica de una parabola y se demostré, también, la
equivalencia entre la ecuacion polar de la parabola y la tangente cuando el punto
pertenece a la parabola. A su vez, se trabajé con la ecuaciéon analitica de una
circunferencia y con un método analitico para identificar las diferentes posiciones de
una recta respecto de una circunferencia. La tarea de final abierto fue implementada
con el fin de involucrar diferentes conocimientos previos (trabajados en los temas de
recta, circunferencia y parabola) con el fin de hallar ecuaciones de rectas secantes o
de la recta tangente en un punto a una parabola dada. Ademas, se consider6é que
cada una de las partes de la tarea de final abierto podria ser resuelta por diferentes
métodos, obteniendo multiples soluciones.

Comencemos con anticipar que podria ocurrir en cada parte de la tarea de final
abierto.

5.1 Andlisis apriori de los posibles planteos que pueden surgir en el aula para
la parte a) de la tarea de final abierto

En este apartado se plantean las posibles soluciones que la profesora penso
gue podrian proponer sus estudiantes. El analisis a priori le permitié a la profesora
identificar diferentes caminos de abordaje a la tarea propuesta y disminuir las
situaciones de contingencia que se le presentarian al implementar la tarea de final
abierto. De esta forma, la profesora pudo gestionar con mayor seguridad su clase.

A continuacién, se plantean diferentes razonamientos para resolver la parte a)
de la tarea de final abierto.

5.1.1 Rectatangente ala parabola: un primer razonamiento

Se recuerda que la tarea de final abierto pide escribir la ecuacién de una recta
tangente a la pardbola P, de la cual se conoce su ecuacion: P)y = %xz +3x+1

Para hallar la recta tangente el estudiante podra identificar un punto de la
pardbola y luego averiguar la ecuacion desdoblada. A continuacion, se plantea una
posible respuesta que podria presentar un estudiante.

El estudiante podra elegir un valor cualquiera para la abscisa de un punto Ay
averiguar su ordenada al sustituirla en la ecuacion de la parabola. Por ejemplo, si

x,=2 al sustituir en la ecuacion de la parabola P se obtiene la ordenada del punto A:
Va :%22 + 3.(2) + 1 porlotanto A (2; 9) es un punto de la Pardbola. Un posible camino
gue podria considerar un estudiante, para obtener la ecuacién de la tangente en el
punto A, es utilizar la ecuacion polar de la parabola en un punto de ella.

UNI&N Ntmero 67- Abril 2023 — Pagina 5



Una tarea de final abierto en la ensefianza de la parabola
E. Freire-Gard

En la Tabla 3 se muestran las sustituciones para obtener la ecuacion de la recta
polar de la parabola respecto de un punto A(Xa, ya).

Valor de la Sustitucion para obtener la
variable ecuacion de la polar
x?2 X. X,
X+ x4
X
2
y? Y- Ya
Y+Yya
Y 2

Tabla 3. Sustituciones para obtener la ecuacion de la polar de una cénica.

A partir de las sustituciones planteadas en la Tabla 3 el estudiante podra escribir
la ecuacién polar de la parabola en el punto A de coordenadas (2; 9) y obtener la
ecuacion de la tangente en A. La ecuacién general de la parabola P) con eje paralelo
a Oy y la ecuacion de la polar en el punto A [que notaremos: polar,] son las siguientes:

2
P)y=ax?>+bx+c polary) ﬁ% =a.x.x,+b (HzxA) +c
En el caso particular de la tarea de final abierto:
P)y:%x2+3x+1 polarzq)) yTw:%x. (2)+3(xz;2)+1

Por lo tanto, la ecuacion de la tangente en el punto A(2; 9) estga) y = 5x — 1.
Cabe considerar que el estudiante podria hacer el mismo razonamiento al utilizar las
coordenadas de cualquier otro punto de la parabola.

En resumen, un primer razonamiento incluye que el estudiante obtenga:

1) las coordenadas de un punto A de la parabola,
2) la ecuacion polar de la parabola en A.

En la puesta en comun de este primer razonamiento seréd necesario recordar a
los estudiantes la relacién que se presenta entre la ecuacion de la polar de la parabola
en un punto de ella y la ecuacion de la tangente.

En la figura 1 se incluye la representacién grafica de la ecuacion de la tangente
en A. Téngase en cuenta que el alumno podria haber elegido cualquier valor de x y
haber obtenido, por este primer método, la ecuacidn de otra tangente a la parabola
(también solucion correcta del problema). El software GeoGebra permitira visualizar
si la recta obtenida es tangente y analizar otras posibles soluciones. Si se proyecta
en la pared se observara, en simultaneo con la resolucion analitica, la vista gréafica y
la vista algebraica de GeoGebra.
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fiy=0524+3x+1

Figura 1. Representacion grafica de un primer razonamiento para hallar la ecuacién de la tangente
en A.

5.1.2 Rectatangente a la parabola: un segundo razonamiento posible

A continuacion, se presenta un segundo razonamiento, que podria surgir, para
plantear la ecuacion de una tangente a la parabola. El estudiante podria identificar
gue un caso particular de recta tangente a la parabola es la podaria (tangente en el
vértice de la pardbola). Para encontrar la ecuacion averigua las coordenadas del
vértice y luego plantea la ecuacion buscada.

En este caso, se podra hallar la abscisa del vértice de la parabola de dos
. . , s 1
maneras diferentes: hallando la semisuma de las raices de la funcion f(x)= > X2+3x+1

0, en su defecto, utilizando la férmula del vértice V. En el caso particular de la tarea

propuesta, la parabola tiene eje de simetria paralelo a Oy y el vértice tiene las
- —b\2 - L, .

siguientes coordenadas V(Z—:; a (2—:) +b (2—:) + c) ya que la ecuacion de la parabola

es P) y=ax?+bx+c

El vértice obtenido es: V(-3; -3,5). La podaria, en este caso, es una recta
horizontal cuya ecuacion es: tv) y=-3,5. En plenario se visualizara la representacion
gréfica con el software GeoGebra. En la figura 2 se muestra la representacion grafica
de la pardbola y la recta tangente en el vértice (podaria de la parabola).
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Cy =052 4+3x+1

Figura 2. Una tangente particular de la parabola: la podaria.
A continuacion, se presenta un tercer razonamiento que podria surgir en la clase.

5.1.3 Rectatangente a la parabola: tercer razonamiento posible

En un tercer razonamiento el estudiante podria asociar el concepto de funcion
derivada con el de coeficiente angular de la recta tangente. Primero tendria que
identificar un punto A de la parabola y utilizar la funcién derivada. Luego, averiguar el
valor numérico de la derivada en la abscisa del punto A, para obtener el valor del
coeficiente angular de la recta tangente en A. Finalmente, plantear la ecuacion de la
tangente a partir de conocer el coeficiente angular y un punto de ella.

Un ejemplo de resolucion consistiria en elegir un punto de la parabola a partir
de un valor de “Xx” y sustituirlo en la ecuacion de la pardbola. Por ejemplo, si el punto
de la pardbola es A(2; 9) el estudiante planteara la ecuacion de la parabola

P)y = % x?+3x+1 como la funcién f(x)= % x?+3x+1 y averiguara la funcién derivada
obteniendo: f'(x)= % 2x+3

Al agrupar los términos semejantes obtendrd que la funcién derivada es:
f'(x) =x+3.

El valor numérico de la funcion derivada para x=2 es el coeficiente angular de la
tangente en A (se denominara: m). Es decir: f'(2)= 2 + 3, por lo tanto f'(2)=5=m. A
partir de conocer el valor del coeficiente angular de la recta tangente a la parabola en
A (m=5), sera posible hallar la ecuacion de la tangente. Un posible camino es tener
en cuenta que la ecuacion de una recta puede escribirse como y-ya=m(x-xa). Al
sustituir en la ecuacion anterior m, xa e ya se obtendra la ecuacion de la tangente a
la parabola en el punto A(2; 9). Es decir, la ecuacion de la tangente sera:
tg.a) y-9=5(x-2), que al agrupar términos es tg.a) y=5x-1 (representada graficamente
en la figura 1).

5.1.4 Rectatangente a la parabola: cuarto razonamiento posible

En otro razonamiento posible, el estudiante podria averiguar las coordenadas
de un punto A de la parabola y luego utilizar un método general para hallar la ecuacion
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de la tangente. Podria comenzar por realizar la interseccion de un haz de rectas de
centro A con la parabola y, luego, plantear cual es la condicion para que la solucion
de dicho sistema sea Unica. A continuacion, se desarrolla la resolucion.

a) ldentifica las coordenadas del punto A(2; 9) (por el método ya explicado
en la seccion 5.1.1).

b) Plantea la ecuacion de un haz de rectas con centro A. Por lo tanto, la
ecuacion del haz sera: rk) y-9=k(x-2) siendo k un parametro real.

c) Se realiza la interseccion entre el haz de rectas rk y la parabola P.

() y—9=k(x—2)
P)y=%x2+3x+1

d) Impone la condicién de tangencia para que el sistema anterior tenga una
sola solucién, esto quiere decir para que la recta rk sea tangente a la
parabola.

)y —9=k(x—2)
P)y=%x2+3x+1

Se despeja y en la primera ecuacion y se sustituye en la segunda
ecuacion.

y—9=k(x—2)
k(x—2)+9=§x2+3x+1

e) Luego, al desarrollar la segunda ecuacion, se obtiene una ecuacion de
grado 2 respecto de x.

1
§x2+(3—k)x—8+2k=0
Considerando que la recta que se quiere hallar debe ser tangente a la parabola
se busca un valor de k para que el sistema tenga solucion Unica. Para ello, la segunda
ecuacion solo podra tener una raiz real doble. Es decir, la condicion para obtener k
es que el discriminante de la segunda ecuacion sea 0. Por lo tanto, debera cumplirse

que (3 —k)? — 4.%. (—8 + 2k) = 0 o seaque k? — 10k + 25 = 0. Esto implica que k=5.

{y—9=k(x—2)

Con el valor de k obtenido se sustituye en la ecuacion del haz de rectas
r) y-9=k(x-2) y se obtiene la ecuacion de la tangente buscada.

Para m=5 se obtiene rs) y-9=5(x-2). Es decir que la ecuacion de la tangente en
A es: tga) y=5x-1.

5.2 Andlisis a priori de los posibles planteos que realizarian los estudiantes
para la parte b) de la tarea de final abierto
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En este apartado se realiza un analisis a priori con posibles respuestas que se
podrian presentar en la parte b) de la tarea de final abierto. Recordamos que el
enunciado de la tarea de final abierto pedia hallar la ecuacién de una recta secante a

la parabola P cuya ecuacién es P) y = %xz +3x + 1.

5.2.1 Recta secante a la parabola: un primer razonamiento

El estudiante podria comenzar por averiguar las coordenadas de dos puntos de
la parabola a partir de elegir dos valores cualesquiera para las abscisas. Luego,
plantear la ecuacion de una recta a partir de las coordenadas de dos puntos.

Por ejemplo: si los dos puntos de la parabola son: A(2; 9) y V(-3; -3,5) el estudiante
podra plantear que la ecuacion de una recta secante se obtiene utilizando la ecuacién

delarectag)y — y, = % (x — x,). En dicho caso, se obtendré que una solucién
ATAV

de la parte b) es la recta g cuya ecuacion es: g) y=2,5 x+4. La recta g se representd
graficamente en la figura 3.

g:y =25x+4

Figura 3. Secante a la parabola: un primer razonamiento.

5.2.2 Recta secante a la parabola: un segundo razonamiento

Los estudiantes podrian haber considerado el haz de rectas (con centro en un
punto de la parabola) propuesto en el punto 5.1.4 y pensar cual deberia ser la
condicion para que la recta escrita en funcion de k (niumero real) sea secante a la
parabola.

re) y-9=k(x-2)
P)y= %x2+3x+1

Esta condicion podrian inferirla luego de comenzar a resolver el sistemay al darse
cuenta de que se obtendra (al restar las ecuaciones de la recta y la parabola) una
ecuacion (Ec. 1l) de grado 2 en x con el parametro k.
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y-9=K(x-2)
%X2+(3-k)x-8+2k:0 (Ec. )

La condicion para hallar los valores de k, que cumplen que las rectas rk son
secantes a la parabola, surgira de identificar cuando la Ec.ll tiene dos raices reales
distintas. Esta condicion aparecera al plantear el discriminante mayor a 0 de la Ec.ll.

Es decir, deberd cumplirse: (3 —k)% — 4.%. (—8+ 2k) > 0, esto equivale a:
k? — 10k + 25 > 0. La inecuacion anterior factorizada es (k — 5)? > 0. Para encontrar
una solucion bastaria encontrar un valor de k que verifique la inecuacion y sustituir
dicho valor en la ecuacion de rk.

Se concluye que cualquier valor de k diferente a 5 verifica la inecuacién y
permite obtener la ecuacion de una recta rk secante a la parabola P. En la figura 4
se representaron tres posibles rectas secantes a la parabola: si k=0 se obtiene ro)
y=9, si k=1 la recta del haz es r1)y=x+7 y para k=2 la recta del haz es r2)y=2x+5.

P\ 124 1
\ cy =09 10 1
i \ gy

\ =17

\ s| / /
\ ecl: y =x+47 . /

ec2:y = 2xA5

Figura 4. Tres posibles rectas secantes por el punto A(2; 9)

5.2.3 Recta secante a la parabola: un tercer razonamiento

Los estudiantes podrian proponer la ecuacion de un haz de rectas paralelas a
partir de elegir un valor especifico para el coeficiente angular (por ejemplo, el haz de
rectas de ecuacion: y=3x+h)y analizar cudl es la condicién para que cada recta del

z .z 1 .
haz sea secante a la paradbola P (de ecuacion) y = Exz + 3x + 1), resolviendo el
sistema en forma similar al apartado 5.2.2. Para responder a la parte b) alcanzara con
encontrar la ecuacién de una recta secante a la parabola. Puede utilizarse el software
GeoGebra e investigar algun posible valor del parametro o elemento del haz de
rectas. Por ejemplo, la ecuacion y=3x+14 es secante a la parabola (figura 5y 6).
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-2 -10 kK 5 - 2 2 [

-4

Figura 5. Podrian plantear la ecuacion del haz Figura 6. Una posible solucion, la recta de
de rectas paralelas y=3x+h y luego analizar qué ecuacion es y=3x+14, un elemento del haz de
condicion deberia cumplir “h” para que la recta rectas paralelas que corresponde a una recta
del haz sea secante a la parabola secante a la parabola.

6 Implementacion de la tarea de final abierto en el aula

La clase que se reporta se implementd en 90 minutos. La metodologia de trabajo
utilizada fue: entregar el enunciado de la actividad en fotocopias (5 minutos) y
conformar subgrupos de trabajo de tres estudiantes para resolver la parte a) (5
minutos). Los equipos pensaron la resolucion, mientras la profesora recorri6 la clase
y fue observando los razonamientos y discusiones de los estudiantes (15 minutos).
Luego se socializaron las respuestas de la parte a) (25 minutos). Inmediatamente se
propuso la parte b) y se repitié la metodologia de trabajo utilizada para la parte a).
Para finalizar se realiz6 un cierre de clase (10 minutos) con el objetivo que los
estudiantes analicen los beneficios de haber trabajado con una tarea de final abierto
y ademas se les pregunto si alguna vez habian resuelto alguna actividad similar.

Los recursos que disponia la profesora fueron: dos pizarrones, un proyector, una
computadora con el software de geometria dinamica GeoGebra y un teclado
inalambrico. Estos permitirian compartir y visualizar, en forma colectiva, los diferentes
razonamientos que fueran aportando los subgrupos de trabajo. El teclado inaldmbrico
seria utilizado por los alumnos para mostrar a sus compafieros sus razonamientos
cuando pasaran al pizarron. Asimismo, algunos alumnos ya tenian descargada la
aplicacion de GeoGebra en sus celulares. La estrategia de la profesora fue observar
el trabajo de cada subgrupo, tratando de intervenir solo a requerimiento de los
estudiantes, promoviendo que los propios estudiantes descubrieran posibles formas
de resolucion. En simultaneo, la profesora registr6 en qué orden organizaria las
intervenciones para que se visualizaran primero razonamientos mas simples y luego
otros mas complejos.

En este apartado se desarrollan algunos de los acontecimientos ocurridos en el
aula al proponer y al resolver la parte a) y la parte b) de la tarea de final-abierto
propuesta en la Tabla 2.

En la primera parte, en que los estudiantes tienen que hallar la ecuacion de una

p 1 ., . . ,
tangente a la parabola P) y= 3 x? +3x+1, surgi6é como primera pregunta si podian
trabajar con rectas horizontales. La profesora pidio que lo decidieran a partir de releer
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el enunciado de la tarea y que justificaran su decision. Otro de los subgrupos pregunto
en el caso de considerar un haz de rectas, ¢,como podrian hacerlo si el enunciado de
la actividad no especificaba las coordenadas de un punto? A lo cual se les contestd
gue ellos determinen las coordenadas de un punto, trabajen con un Unico parametro
y con las restricciones que indica la actividad propuesta. En realidad, estaban
sorprendidos de ser ellos quienes tuvieran la libertad de seleccionar el método de
resolucion y, ademas, buscar un camino para obtener las coordenadas de un punto
de la parabola.

La profesora aclar6 que habria varios caminos de resolucion y multiples
soluciones, entre los integrantes de cada subgrupo deberian acordar el criterio a
utilizar y su justificacion. Hubo cinco subgrupos que realizaron las presentaciones de
sus trabajos. A continuacion, se resume el razonamiento utilizado por cada uno de
ellos.

6.1 Resolucién del problema realizada por el subgrupo 1

A continuacioén, se presentan dos apartados que detallan la resolucién que
realizo el subgrupo 1.

6.1.1 Parte a) razonamiento utilizado para hallar la ecuacion de una tangente a
la parabola

Para averiguar una recta tangente este subgrupo penso en hallar la podaria y

preguntd a la profesora si esta solucion era valida. Primero identificaron las
;s 7 . .,

coordenadas del vértice V (-2; —5) y se propusieron hallar la ecuacion de la tangente

en el vértice. El subgrupol tuvo en cuenta que una tangente particular de la parabola
es la podaria (en este caso es una recta horizontal). La recta se escribid

o .. 7
analiticamente y se obtuvo su ecuacion: tg.) y= -5

En la figura 7 puede observarse que el razonamiento propuesto por el subgrupo
1 coincide con el segundo razonamiento a priori previsto por la profesora (ver apartado
5.1.2). Los estudiantes primero identificaron las coordenadas del vértice de la
pardbola y luego averiguaron la ecuacion de la recta tangente en el vértice.

Figura 7. Resolucidn de la actividad realizada por la estudiante utilizando la ecuacién de la
recta por un punto con pendiente m=0

Respecto a esta primera parte, los estudiantes manifestaron sentirse
sorprendidos que fuera valida esta respuesta pues consideraron que era muy sencilla.
La profesora los alenté a pensar otro razonamiento.
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6.1.2 Parte b) razonamiento utilizado para hallar la ecuacion de una recta
secante a la parabola

El subgrupo 1 realiz6 en GeoGebra la representacion grafica de la recta r) de
ecuacion r) y=k e identific6 que si k>-3,5 la recta r) cumplira la condiciéon de ser
secante a la pardbola ya que la pardbola tiene concavidad positiva y eje paralelo a
Oy. Una de las rectas que propusieron fue la de ecuacion r) y = 2 la cual cumple la
condicién anteriormente mencionada para el valor k=2. Argumentaron que, para que
la recta sea secante, k debe ser un nimero real mayor que la ordenada del vértice de
la pardbola. En la figura 8 puede verse el bosquejo y las ecuaciones de las rectas
planteadas.

c\.,,\ aumenro & WOl 1o Yoae Qv Qeda voluomal fox el Yot Y \Ce 4 -3 2 o Oy L &

oNYENKE \O CLAC DD Sex ante O \8 fowtbma ™ @ Pondiente m= S

Coniasyr — —
O fcJue & \.
X Con - / !

Gy - !
) “

. 111 \_\. J‘Il \

- 1o . 0l d BATE -
C

eoe erteiof !

Figura 8. Resolucion de la actividad utilizando un haz de rectas paralelas con la misma
direccidon que la podaria de la parabola

6.2 Resolucion del problema realizada por el subgrupo 2

Un segundo subgrupo propuso plantear un haz de rectas paralelas cuya
pendiente sea m=4, el valor de la pendiente lo eligieron en forma arbitraria, por lo
tanto, el haz de rectas fue rn) y = 4x + n siendo “n” un parametro real.

Luego escribieron el sistema de ecuaciones generado por la ecuacién de la
parabola P) y del haz de rectas rn) y = 4x + n.

y=4x+n

y=§x2+3x+1
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La resolucion del sistema tuvo la intencién de encontrar puntos comunes entre
la pardbola P) y la recta rn). Durante la resolucion del sistema, al igualar las dos
ecuaciones, surgid6 una ecuacion de grado 2 que ordenaron segun
x. Luego plantearon su discriminante imponiendo la condicién de tener dos raices

(discriminante mayor a 0).

El sistema anterior es equivalente al siguiente sistema (Sll)
(m)y=4x+n
) 4x+n=%x2+3x+1
~ Lo que es equivalente a plantear que:

( y=4x+n

A

%xz —x+ (1—n) =0 (Ecuacion II)

~ Los estudiantes identificaron que, cuando la recta rn) sea secante a la parabola,
la Ecuacion Il de segundo grado en x deberia tener dos raices (en funcién de “n”).
Por ello, plantearon el discriminante de esa ecuacion:

A=1—4(%)(1—n)

A partir del A pudieron obtener una condicién para que la recta sea secante, otra
condicién para el caso en que r) sea tangente y una tercera condicién para que la
recta r) sea exterior a la parabola. Este razonamiento permitié plantean las rectas
soluciones de cada una de las partes del problema.

Para el caso en que r) es tangente a la parabola debera haber una solucion del
sistema de ecuaciones. En este caso se planteé que:

1
A= 1—4(5)(1—71):0
Al resolver la ecuacién anterior obtuvieron el valor del parametro “n”:
1—2(1—n) =0 porlotanto —1 + 2n = 0 por lo que se obtiene que n = %

La ecuacion de la recta tangente a la parabola surgi6 al sustituir el valor de n en
., . ., 1
la ecuacion de larecta rn) y = 4x + n. Luego obtuvieron la ecuacion r1) y = 4x + >
2

Los estudiantes utilizaron el software GeoGebra para proyectar y mostrar a sus
compairieros graficamente la representacion de la parabola y de la recta obtenida.

La resolucion realizada por los estudiantes puede observarse en la figura 9.
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E. Freire-Gard

Figura 9. R resolucion de la actividad utilizando haz de rectas paralelas cuyo coeficiente angular es 4.

Fuente: elaboracion del subgrupo 2.

Al culminar esta resolucion la profesora pregunté a los estudiantes si podrian
haber planteado otro haz de rectas paralelas para que reflexionaran sobre esto.

6.3 Resolucién presentada por el subgrupo 3

Un tercer subgrupo para resolver la parte a) (hallar la recta tangente a la
parabola) decidio hallar la polar de la parabola respecto de un punto de ella. Luego,
para resolver la parte b) averiguaron las coordenadas de un punto exterior a la
pardbola y plantearon la ecuaciéon de la polar, obteniendo una recta secante a la
parabola. En la figura 10 puede observarse la resolucion de la parte b) que explicaron

primero en el pizarron y luego con GeoGebra.

(006'\0\&(0 u OUf\ij extensc o la
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\mmdﬂx secante \ii N
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Figura 10. Resolucion de la actividad utilizando la polar (ecuacion desdoblada) de la parabola

respecto del punto (2, -1). Fuente: elaboracion del subgrupo 3.

6.4 Resolucién del problema realizada por el subgrupo 4

Los estudiantes del subgrupo 4 plantearon un haz de rectas cuyo centro es un
punto exterior a la pardbola y luego averiguaron la condicion para que la recta del haz
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sea tangente, exterior o secante. En las figuras 11 pueden observarse parte de la
resolucién realizada. Un estudiante realiz6 los trazados en el software, otro en el
pizarrén y un tercer estudiante explico la representacion gréfica.

» Vista algebraica
Coénica
® ciy=x'+3x-4
Punto

© A=(5,36)

| © B=(1.6)

® POLO=(2,3)

Recta

® fy=7x+1

© g:-65x+05y=-145
© h:-0.5x+05y=-25

4|~ Vista grafica

JJac-

Entrada

Figura 11. Estudiantes del subgrupo 4 proyectando el grafico de la parabolay la recta secante
obtenida.
Fuente: elaboracion del subgrupo 4.

6.5 Resolucién presentada por el subgrupo 5

El subgrupo 5 propuso para la parte a) el mismo razonamiento que el subgrupo
1. Sin embargo, para la parte b) al hallar la recta secante a la parabola los estudiantes
de este subgrupo de trabajo propusieron escribir la ecuacién de un haz de rectas cuyo
centro fuera el foco de la pardbola. Primero averiguaron las coordenadas del foco y
luego escribieron la ecuacion del haz de rectas que tiene centro el Foco (F) y
coeficiente angular variable. A continuacién, se escribe la ecuacién del haz de rectas
que utilizaron los estudiantes, con u pardmetro real:

Hu)y — yr = p(x — xp)
Como el foco de la pardbola es F(-3; -3) entonces Hu) y + 3 = u(x + 3)

Los estudiantes argumentaron que para cualquier valor real del parametro p
obtendran la ecuacion de una recta secante a la pardbola. Ademas, explicaron que el
Unico caso que no serviria como recta secante en dos puntos es la recta vertical por
el foco de la parabola, ya que en este caso la parabola tiene eje paralelo a Oy. Al
escribir la ecuacién del haz en su forma explicita no se incluye la ecuacion de la recta
vertical. Por lo tanto, cualquier nUmero asignado a u genera la ecuacion de una recta
secante a la parabola. En las figuras 12 y 13 se muestra la representacion grafica del
planteo realizado.
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[T VISt Granes
.g'z \\\\ /5 p=9
Figura 12. Representacién grafica de una Figura 13. Representacién grafica de varias
recta del haz Hu. Fuente: elaboracion propia. rectas del haz Hu. Fuente: elaboracion

propia.

7 Resultados

El analisis de los resultados permitié inferir que los estudiantes realizaron un
amplio recorrido por los conocimientos previos y seleccionaron diferentes caminos
para llegar a la solucion. Al comienzo de la clase, cuando la profesora planteé la
propuesta, descolocd, un poco, a los estudiantes el hecho de no tener todos los datos
para realizar la actividad. Luego que los estudiantes se dieron cuenta que podian
optar por un procedimiento segun sus conocimientos, respetando las condiciones de
la tarea de final abierto, comenzaron a trabajar con mayor seguridad.

Cabe considerar que algun razonamiento anticipado por el profesor en forma a
priori, como el de elegir las coordenadas de dos puntos de la parabola y luego escribir
la ecuacion de la recta que sera secante a la parabola, no fue considerado por los
estudiantes. Pero también, es importante mencionar que surgié un razonamiento
diferente al previsto por la profesora. Un subgrupo de estudiantes planteé un haz de
rectas secantes con centro el foco de la parabola e identificé que cada recta de dicho
haz es secante a la parabola. A esta conclusion llegaron al darse cuenta de que el
foco F es un punto interior de la parabola y que cualquier recta que contenga al Foco
tendra dos puntos en comun con esta (con excepcién del eje de la parabola que es
secante a la parabola en su vértice).

8 Conclusiones

Luego de observar los diferentes razonamientos que surgieron en la clase queda
visible el potencial de incluir tareas de final abierto en el aula de matematica. Si bien
la mayoria de los posibles razonamientos habian sido anticipados por la profesora,
en el dltimo subgrupo, al realizar la parte b) se presenté un nuevo razonamiento no
anticipado en forma a priori en la planificacion. Este hecho muestra que algunas veces
el profesor se enfrenta a situaciones que no habia pensado con anterioridad. Por otro
lado, la implementacion de esta actividad sorprendi6 a los estudiantes y a la profesora
por la diversidad de respuestas que se presentaron y evidencid la ejecucién de
diferentes conocimientos aprendidos por los estudiantes.

Los estudiantes, por su parte, manifestaron que les resulté novedoso haber
realizado una tarea que tuviera diferentes caminos de resolucién y comentaron que
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hasta el momento no se les habia presentado una tarea similar. Ellos revelaron no
haber realizado actividades con varios caminos de resolucion o con la aplicacion de
diversos conocimientos para proporcionar diferentes respuestas a un mismo
problema. La implementaciéon de la actividad de final abierto les permiti6 conocer y
enriquecerse por medio de los diferentes razonamientos realizados por los
comparieros de clase.

El disefio de tareas abiertos y su resolucion aporté una oportunidad de atencion
a la diversidad debido a que se presentaron y se dieron a conocer respuestas con
diferentes grados de complejidad.
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